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Abstract

The goal of this note is to characterize Haagerup property for finite
von Neumann algebras in terms of ||.||2-continuous semi-group of com-
pletely positive L2-compact maps. The generator of this semi-group
could be interpreted as an analogue for von Neumann algebras having
the Haagerup property of a proper conditionally negative definite map
on a group having Haagerup property.

1 Introduction

Un groupe discret Γ possède la propriété de Haagerup s’il existe une suite
(Φn)n≥1 d’éléments de C0(Γ) normalisés (i.e. Φn(1) = 1), de type positif, qui
converge (ponctuellement) vers 1. De manière équivalente, un groupe Γ a la
propriété de Haagerup s’il existe une fonction ψ : Γ → R+ conditionnelle-
ment de type négatif propre (i.e limg→∞ ψ(g) = ∞). Pour de plus amples
informations sur la propriété de Haagerup pour les groupes localement com-
pacts, on pourra se référer à [2].
Dans [3], M.Choda a observé qu’un groupe discret Γ a la propriété de Haa-
gerup si et seulement si l’algèbre de von Neumann L(Γ) du groupe admet
une suite (Φn)n≥1 d’applications complètement positives telles que
- τ ◦ Φn ≤ τ et Φn s’étend en un opérateur compact sur l2(Γ) (τ désigne la

trace canonique sur L(Γ)).
- Pour tout x ∈ L(Γ), ‖Φn(x)− x‖2 tend vers zéro lorsque n →∞.

∗Financé par la requête 20-56816.99 du FNRS suisse
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Or, certaines algèbres de von Neumann qui ne sont pas nécessairement des
algèbres de von Neumann de groupes partagent ce type de propriété : c’est le
cas par exemple des facteurs de Popa obtenus par sommes amalgamées dans
[8]. Voir [1]).
D’où la définition :

Définition 1 Soit M une algèbre de von Neumann finie à prédual séparable.
Soit τ une trace finie, normale, normalisée et fidèle sur M . M a la propriété
de Haagerup par rapport à τ s’ il existe une suite (Φn)n≥1 d’applications
complètement positives de M dans lui-même telles que :
i) τ ◦ Φn ≤ τ et Φn est L2-compacte, pour tout n ;
ii) pour tout x ∈ M , ‖Φn(x)− x‖2,τ →

n→∞
0.

A priori cette définition dépend du choix de la trace τ , mais il n’en est rien.
P. Jolissaint montre dans [4] que si τ et τ ′ sont deux traces finies, normales,
normalisées et fidèles sur M , alors M a la propriété de Haagerup par rapport
à τ si et seulement si M a la propriété de Haagerup par rapport τ ′.
On observe que, si Γ a la propriété de Haagerup, alors il existe sur L(Γ) un
semi-groupe (θt)t>0 L2-continu d’applications complètement positives sous-
traciales (τ ◦θt ≤ τ) L2-compact. En effet, si ψ est une fonction sur Γ valeurs
réelles positives qui est conditionnellement de type négatif et propre, alors
l’égalité θt(λ(g)) = exp(−tψ(g)) · λ(g) définit un semi-groupe ayant les pro-
priétés requises. De plus le générateur infinitésimal de ce semi-groupe est
donné par l’opérateur de multiplication par ψ. On peut donc le comprendre
comme un analogue sur l’algèbre de von Neumann de Γ de la fonction condi-
tionnellement de type négatif et propre, ψ.
Le but de cette note est de montrer que, si une algèbre de von Neumann finie
M a la propriété de Haagerup, alors il existe un semi-groupe d’applications
complètement positives qui réduisent ou préservent la trace, ‖.‖2-continu et
L2-compact.

Notre construction du semi-groupe (θt)t≥0 est adaptée de [5], où l’auteur
construit un semi-groupe fortement continu sur une C∗-algèbre séparable ;
nous présentons ici une preuve détaillée de la construction pour le confort du
lecteur.

2 Préliminaires

Introduisons quelques notations. M désigne une algèbre de von Neumann à
prédual séparable ; lorsque M est finie, nous noterons τ une trace finie nor-
male normalisée et fidèle sur M . L2(M, τ) est l’espace de Hilbert standard

2



associé à τ par construction GNS et nous désignerons par ξ0 le vecteur cy-
clique de L2(M, τ) qui implémente la trace τ . Pour x ∈ M , la norme ‖x‖2

est égale à ‖xξ0‖L2 . Toute application Φ : M → M complètement positive
normale réduisant la trace (i.e. τ ◦Φ ≤ τ) s’étend alors naturellement en un
opérateur contractant TΦ sur L2(M, τ) en posant TΦ(xξ0) = Φ(x)ξ0, ∀x ∈ M .
Enfin, M1 désigne la boule unité de M pour la norme d’opérateur.
Avant d’énoncer le théorème principal, nous aurons besoin des résultats
préliminaires suivants :

Proposition 1 [4] Soit M une algèbre de von Neumann finie ayant la pro-
priété de Haagerup par rapport à τ . Alors il existe une suite (φn)n≥1 d’appli-
cations complètement positives sur M satisfaisant :
(i’) τ ◦ φn = τ , φ(1) = 1 et φn est L2-compacte pour tout n ≥ 1.
(ii’) pour tout x ∈ M , ‖φn(x)− x‖2,τ → 0 lorsque n →∞.

Proposition 2 Soit M une algèbre de von Neumann finie, munie d’une trace
normale, finie, fidèle normalisée τ , et soit Φ : M → M une application
complètement positive, normale, telle que τ ◦ Φ ≤ τ . Alors il existe une
unique application linéaire Φ∗ : M → M telle que :

(i) τ(Φ∗(x)y) = τ(xΦ(y)), pour tout x, y ∈ M ;

(ii) Φ∗ est complètement positive ;

(iii) τ ◦ Φ∗ ≤ ‖Φ(1)‖τ et en particulier Φ∗ est normale ;

(iv) le prolongement TΦ∗ de Φ∗ à L2(M, τ) satisfait TΦ∗ = (TΦ)∗.

Preuve :
L’unicité de Φ∗ suit immédiatement de (i). Démontrons alors l’existence d’une
telle application :
Fixons x ∈ M et définissons la forme sesquilinéaire σx : Mξ0 → Mξ0 par :
σx(yξ0, zξ0) = τ(xΦ(yz∗)). On a alors l’inégalité, pour tout y, z ∈ M :

|σx(yξ0, zξ0)| ≤ 2‖x‖‖y‖2‖z‖2. (*)

En effet, supposons d’abord que x = x∗ et que y = z. Ecrivons x = x+ − x−
avec x−, x+ ∈ M+, x+x− = 0, ‖x±‖ ≤ ‖x‖ ; on obtient :

|σx(yξ0, yξ0)| = |τ(x+Φ(yy∗))− τ(x−Φ(yy∗)|
≤ max{τ(x+Φ(yy∗)), τ(x−Φ(yy∗))}

≤ ‖x‖τ(Φ(yy∗))

≤ ‖x‖‖y‖2
2.
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Ensuite si x = x∗ et si y, z sont arbitraires, on vérifie sans peine que

σx(yξ0, zξ0) = σx(zξ0, yξ0)

et donc

2Re(σx(yξ0, zξ0) = σx(yξ0, zξ0) + σx(zξ0, yξ0)

=
1

2
[σx(yξ0 + zξ0, yξ0 + zξ0)− σx(yξ0 − zξ0, yξ0 − zξ0)]

par polarisation. Il vient :

|2Re(σx(yξ0, zξ0)| ≤ 1

2
‖x‖(‖y + z‖2

2 + ‖y − z‖2
2)

= ‖x‖(‖y‖2
2 + ‖z‖2

2)

Ainsi, |Re(σx(yξ0, zξ0)| ≤ ‖x‖ si ‖y‖2, ‖z‖2 ≤ 1, donc |Re(σx(yξ0, zξ0)| ≤
‖x‖‖y‖2‖z‖2.
Or, il existe θ ∈ R tel que eiθσx(yξ0, zξ0) = |σx(yξ0, zξ0)|, et donc :

|σx(yξ0, zξ0)| = σx(e
iθyξ0, zξ0) = Reσx(e

iθyξ0, zξ0) ≤ ‖x‖‖y‖2‖z‖2

Enfin, si x ∈ M est quelconque, x = x1 + ix2 avec x∗i = xi, ‖xi‖ ≤ ‖x‖, (i =
1, 2). Ainsi |σx(yξ0, zξ0)| ≤ |σx1(yξ0, zξ0)| + |σx2(yξ0, zξ0)| ≤ 2‖x‖‖y‖2‖z‖2 ;
ce qui démontre (*).

Puisque σx est une forme sesquilinéaire bornée sur Mξ0 ×Mξ0, elle se pro-
longe continûment à L2(M, τ)× L2(M, τ) et elle définit un opérateur borné
Φ∗(x) sur L2(M, τ) caractérisé par

< Φ∗(x)yξ0|zξ0 >= τ(xΦ(yz∗)), ∀y, z ∈ M (**)

Vérifions que Φ∗(x) appartient à M : pour cela, il suffit de montrer que :

< Φ∗(x)Jw∗Jyξ0|zξ0 >=< Jw∗JΦ∗(x)yξ0|zξ0 >

pour tout y, z, w ∈ M (où J est défini par J(xξ0) = x∗ξ0). Or,
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< Φ∗(x)Jw∗Jyξ0|zξ0 > = < Φ∗(x)ywξ0|zξ0 >

= τ(xΦ(ywz∗))
= τ(xΦ(y(zw∗)∗))

= < Φ∗(x)yξ0|JwJzξ0 >

= < Jw∗JΦ∗(x)yξ0|zξ0 >

Cela démontre la propriété (i). Démontrons alors que Φ∗ possède les autres
propriétés :

(ii) Pour montrer que Φ∗ est complètement positive, considérons x1, ..., xn,
y1, ..., yn et z dans M :

<

n∑
i,j=1

y∗j Φ
∗(x∗jxi)yizξ0|zξ0 > =

n∑
i,j=1

< Φ∗(x∗jxi)yizξ0|yjzξ0 >

=
n∑

i,j=1

τ(x∗jxiΦ(yiz(yjz)∗))

= τ(
n∑

i,j=1

xiΦ(yiz(yjz)∗)xj)

≥ 0

puisque Φ est complètement positive.

(iii) On a pour tout x ∈ M :

τ ◦ Φ∗(x∗x) = τ(x∗xΦ(1)) ≤ ‖Φ(1)‖τ(x∗x)

(iv) Rappelons que TΦ∗(xξ0) = Φ∗(x)ξ0, pour tout x ∈ M . Ainsi, si x, y ∈
M :

< TΦ∗(xξ0)|yξ0 >= τ(y∗Φ∗(x)) = τ(Φ(y)∗x) =< xξ0|TΦ(yξ0) >

Ce qui complète la preuve de la proposition. ¤

Corollaire 1 Soit M, τ, Φ et Φ∗ comme dans la proposition et supposons de
plus que ‖Φ(1)‖ ≤ 1. Alors on a, pour tout x ∈ M :

‖Φ∗(x)− x‖2
2 ≤ 2‖x‖2‖Φ(x)− x‖2.
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Preuve :

‖Φ∗(x)− x‖2 = ‖Φ∗(x)‖2
2 + ‖x‖2

2 − τ(Φ∗(x∗)x)− τ(x∗Φ∗(x))

≤ 2‖x‖2
2 − τ(x∗Φ(x))− τ(Φ(x∗)x)

= 2Reτ(x∗(x− Φ(x)))

≤ 2‖x‖2‖x− Φ(x)‖2.
¤

Corollaire 2 Soit M une algèbre de von Neumann finie à prédual séparable
ayant la propriété de Haagerup et soit τ une trace sur M comme ci-dessus.
Alors il existe une suite d’applications complètement positives unitales nor-
males Φn : M → M telle que

(i) τ ◦ Φn = τ et Φ∗
n = Φn, ∀n ≥ 1 ;

(ii) TΦn est compact, pour tout n ≥ 1 ;

(iii) pour tout x ∈ M , on a ‖Φn(x)− x‖2 →
n→∞

0.

Preuve :
Observons que si Φ est complètement positive unitale et si τ ◦ Φ = τ alors
Φ∗ est unitale et τ ◦ Φ∗ = τ .
Ainsi, si (ψn)n≥1 est une suite d’applications complètement positives unitale
préservant la trace avec Tψn compact et ‖ψn(x)− x‖2 →

n→∞
0 pour tout x, on

pose Φn = 1
2
(ψn + ψ∗n).

La suite (Φn)n≥1 ainsi définie satisfait aux conditions (i)− (iii). ¤

L’observation suivante est le lemme 2.1 de [5] :

Lemme 1 Il existe une constante universelle K telle que si E est un espace
de Banach et T ∈ B(E) satisfait ‖T‖ ≤ 1, alors on a :

‖(T − Id) exp(t(T − Id))‖ ≤ K · 1√
t

Finalement nous aurons besoin du lemme suivant, inspiré du lemme 2.3 de
[5] :

Lemme 2 Soit (χn)n≥1 une suite d’applications c.p.u (complètement posi-
tives unitales) préservant la trace, L2-compactes, telles que χn◦χm = χm◦χn,
∀n,m. Supposons que le sous-ensemble

F = {x ∈ M1|
∑
n≥1

‖χn(x)− x‖2 < ∞}
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soit dense dans M1.
Alors il existe un semi-groupe (θt)t≥0 d’applications c.p.u préservant la trace
tel que, pour tout t > 0, {exp(t(χ1+. . .+χn−nId))}n≥1 converge en ‖.‖2 vers

θt. De plus, pour tout t > 0, sup‖x‖2≤1 ‖(Id− 1
n
(χ1 + . . . + χn)θt(x)‖2

n→∞→ 0.
En particulier, θt est L2-compact, pour tout t > 0.
Si de plus χ∗n = χn, pour tout n ≥ 1, alors les éléments du semi-groupe
satisfont θ∗t = θt, pour tout t > 0.

Preuve :
Posons θn

t = exp(t((χ1 + . . . + χn) − nId)), pour tout t > 0 et tout n ∈ N∗.
Pour m,n ∈ N∗, m > n posons δn,m = (m− n)Id− (χn+1 + . . . + χm).
Comme les χi commutent, θm

t = θn
t exp(−tδn,m).

Pour x ∈ F , on a :

‖(θm
t − θn

t )x‖2 = ‖θn
t (exp(−tδn,m)x− x)‖2

≤ t‖δn,m(x)‖2

En effet, les θn
t et exp(−tδn,m) sont c.p.u et préservent la trace et on a :

‖ exp(−tδn,m)x− x‖2 = ‖
∫ 1

0

d

ds
(exp(−tsδn,m)x)ds‖2

= ‖
∫ 1

0

− tδn,m exp(−tsδn,m) ds‖2

≤ t‖δn,m(x)‖2(|| exp(−tδn,m)||+ 1)

≤ 2t‖δn,m(x)‖2

car exp(−tδn,m) est une contraction.
Or,

‖δn,m(x)‖2 = ‖(m− n)Id− (χn+1 + . . . + χm)(x)‖2

= ‖[(Id− χn+1) + (Id− χn+2) + . . . + (Id− χm)](x)‖2

≤
m∑

i=n+1

‖χi(x)− x‖2 →
n,m→∞

0

car x ∈ F .

Donc, pour tout x ∈ F , la suite n 7→ θn
t (x) est une suite de Cauchy en

‖.‖2 de M1 (car F ⊂ M1). Ainsi, il existe un élément de M1, θt(x), tel que

‖.‖2- lim
n→∞

θn
t (x) = θt(x), ∀x ∈ F
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Par densité de F , on construit ainsi des applications c.p.u et préservant la
trace, (θt)t≥0.

On obtient :

‖θt(x)− x‖2 = ‖.‖2- lim
n→∞

‖θn
t (x)− x‖2

≤ t ‖.‖2- lim
n→∞

‖[(χ1 + . . . + χn)− nId](x)‖2

−→
t→0

0

car ‖[(χ1 + . . . + χn)− nId](x)‖2 est bornée (en effet, pour tout x ∈ F ,

‖[(χ1 + . . . + χn)− nId](x)‖2 = ‖
n∑

k=1

(χk − Id)(x)‖2

≤
n∑

k=1

‖χk(x)− x‖2

≤
∞∑

k=1

‖χk(x)− x‖2 < ∞).

La propriété de semi-groupe est de plus vérifiée :

θs+t(x) = ‖.‖2- lim
n→∞

θn
s+t(x) = ‖.‖2- lim

n→∞
θn

s θn
t (x) = θsθt(x)

Pour n > 0 fixé, considérons la suite (exp(−tδn,m))m>n. Cette suite converge
ponctuellement, pour n et t fixés, vers une application c.p.u, que l’on notera
Tn,t :
Pour x ∈ M , t > 0 fixés, on a :

‖ exp(−tδn,m)(x)− Tn,t(x)‖2 →
n→∞

0

Montrons que pour tout t > 0, n > 0, on a θt = θn
t Tn,t.

Soit x ∈ M et ε > 0 ; alors il existe un entier m (dépendant de n, t, x, ε) tel
que :
• ‖θt(x)− θm

t (x)‖2 ≤ ε
2
;

• ‖ exp(−tδn,m)(x)− Tn,t(x)‖2 ≤ ε
2
.

Donc, comme θm
t = θn

t exp(−tδn,m), on obtient :

‖θt(x)− θn
t Tn,t(x)‖2 ≤ ‖θt(x)− θm

t (x)‖2 +

+ ‖θn
t (exp(−tδn,m)(x)− Tn,t(x))‖2

≤ ‖θt(x)− θm
t (x)‖2 + ‖ exp(−tδn,m)(x)− Tn,t(x)‖2

≤ ε.

8



Voyons alors qu’il existe une constante K telle que

‖[Id− 1

n
(χ1 + . . . χn)]θt‖B(L2(M)) ≤ K√

nt
.

Comme Tn,t est une contraction, on a, dans un premier temps :
‖[Id− 1

n
(χ1 + . . . χn)]θt‖B(L2(M)) ≤ ‖[Id− 1

n
(χ1 + . . . χn)]θn

t ‖B(L2(M)).
Posons Sn

.
= 1

n
(χ1 + . . . χn). On a : θn

t = exp(nt(Sn − Id)) et donc :

‖[Id− 1

n
(χ1 + . . . χn)]θn

t ‖B(L2(M)) = ‖(Id− Sn) exp(nt(Sn − Id))‖B(L2(M))

≤ K√
nt

,

la dernière inégalité étant valable grâce au lemme 1.
Comme Sn est L2-compacte, et que l’on vient de voir que
‖θt−Snθt‖B(L2(M))

n→∞→ 0, on conclut que θt est L2-compact, pour tout t > 0.
Finalement, il est clair que si χ∗n = χn, alors on a θ∗t = θt, pour tout t > 0.

¤

3 Le théorème principal

Le résultat principal est le suivant :

Théorème 1 Soit (M, τ) une algèbre de von Neumann finie à prédual séparable.
On a l’équivalence entre :
(i) M a la propriété de Haagerup.
(ii) Il existe un semi-groupe ‖.‖2-continu, (θt)t≥0, d’applications complète-

ment positives unitales préservant la trace L2-compactes avec θ∗t = θt pour
tout t > 0.

La preuve s’inspire de celles des lemmes 2.4 et 4.2 de [5].
Preuve :
Par le corollaire 2, il existe une suite (ψn)n≥1 d’ applications complètement
positives unitales (c.p.u) préservant la trace, L2-compactes, telles que, ∀x ∈
M , ‖ψn(x) − x‖2 → 0

n→∞
et satisfaisant ψn = ψ∗n. Soit encore (al)l≥1 ⊂ M1

une suite ‖.‖2-dense de la boule unité fermée de M . Quitte à passer à une
sous-suite, on peut supposer que ‖ψn(x)− x‖2 ≤ 2−n‖x‖2 sur le sous-espace
engendré par {ψk

j (al) | 0 ≤ j, l < n, k ≤ n2}.
Posons ∆n = n Id − (ψ1 + . . . + ψn) et Φt,n = exp(−t∆n), ∀t > 0. Les Φt,n
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sont c.p.u et préservent la trace et comme ∆∗
n = ∆n, on a Φ∗

t,n = Φt,n, pour
tout t, n. Pour tout α > 0 :

α[αId + ∆n]−1 = α

∫ ∞

0

exp(−tα)Φt,ndt.

Ainsi, [Id + α∆n]−1 = 1
α

∫∞
0

exp(−t
α

)Φt,ndt et on conclut alors que [Id +
α∆n]−1 est c.p.u et préserve la trace (car τ et

∫∞
0

commutent). De plus,
([αId + ∆n]−1)∗ = [αId + ∆n]−1

Montrons alors que pour tout l, la suite n 7→ [Id + α∆n]−1(al) est une suite
de Cauchy dans (M1, ‖.‖2).

Posons θn = 1
n
(ψ1 + . . . + ψn), (donc ∆n = n(Id− θn)). Alors pour n, p > 0

et l ≤ n, on a :

(Id− ψn+p)[Id + α∆n]−1(al) = (Id− ψn+p)
1

nα + 1

∑

k≥0

(
nα

nα + 1
)kθk

n(al).

En effet,

1

nα + 1

∑

k≥0

nα

nα + 1

k

θk
n =

1

nα + 1
(Id− nα

nα + 1
θn)−1 = [Id + α∆n]−1

Posons

A = (Id− ψn+p)
1

nα + 1

(n+p)2∑

k=0

(
nα

nα + 1
)kθk

n(al)

=
1

nα + 1

(n+p)2∑

k=0

(
nα

nα + 1
)k(Id− ψn+p)θ

k
n(al)

et

B = (Id− ψn+p)
1

nα + 1

∑

k>(n+p)2

(
nα

nα + 1
)kθk

n(al).

Par hypothèse :

‖A‖2 ≤ 1

nα + 1

(n+p)2∑

k=0

(
nα

nα + 1
)k‖θk

n(al)‖22
−(n+p)

≤ 1

nα + 1

1− ( nα
nα+1

)(n+p)2+1

1− nα
1+nα

‖al‖22
−(n+p)

≤ 2−(n+p)‖al‖2.
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En effet : || 1
n
(ψ1 + . . . + ψn)(x)||2 ≤ ‖x‖2, ce qui implique ‖θk

n‖2(al) ≤ ‖al‖2.
De plus :

‖B‖2 ≤ 2

nα + 1

∑

k>(n+p)2

(
nα

nα + 1
)k‖θk

n(al)‖2

≤ 2(
nα

nα + 1
)(n+p)2‖al‖2.

Soit alors α0 > 0 et α ∈]0, α0] ; pour n suffisamment grand,

(1− 1

nα + 1
)n = (

nα

nα + 1
)n ≤ exp(− 1

2α0

)

et

(
nα

nα + 1
)(n+p)2 ≤ (

nα

nα + 1
)n(n+p) ≤ exp(−(n + p)

2α0

).

(En effet :

(
nα

nα + 1
)n = ((

nα + 1

nα
)n)−1

= ((1 +
1

nα
)n)−1

→
n→∞

exp(− 1

α
) en décroissant.)

Donc :

‖(Id− ψn+p)[Id + α∆n]−1(al)‖2 ≤ (2−(n+p) + 2 exp(−(n + p)

2α0

))‖al‖2

≤ 2(2−(n+p) + exp(−(n + p)

2α0

))‖al‖2

Donc, pour l fixé, n suffisamment grand et m > n, on a :

‖[Id+α∆m][Id+α∆n]−1(al)−al‖2 = α‖
∑m−n

p=1
(Id−ψn+p)[Id+α∆n]−1(al)‖2

puisque :

α

m−n∑
p=1

(Id− ψn+p) = [(Id + mαId− α(ψ1 + . . . + ψm)]

−Id− nαId + αψ1 + . . . + ψn

= [Id + α∆m]− [Id + α∆n].
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Donc :
‖[Id + α∆m][Id + α∆n]−1(al)− al‖2 ≤

2α
m−n∑
p=1

(2−(n+p) + exp(−(n + p)

2α0

))‖al‖2

≤ 2α‖al‖2(2
−n + exp(− n

2α0

)).

Or comme [Id + α∆m]−1 est c.p.u, on peut conclure que

‖[Id + α∆n]−1(al)− [Id + α∆m]−1(al)‖2 ≤ C(2−n + exp(− n

2α0

))

où C est une constante ne dépendant que de al et α.
Ainsi la suite n 7→ [Id + α∆n]−1(al) est une suite de Cauchy de M1 pour la
‖.‖2 et par densité de la suite des al on obtient la même conclusion pour la
suite n 7→ [Id + α∆n]−1(x), où x ∈ M1. On pose alors :

ρα(x) = ‖.‖2- lim
n→∞

[Id + α∆n]−1(x), ∀x ∈ M1

Comme M est une algèbre de von Neumann finie, (M1, ‖.‖2) est complète et
on peut conclure que ρα(x) ∈ M1, ∀x ∈ M1.
Bien entendu, les applications ρα sont c.p.u, préservent la trace et ρ∗α = ρα.
Pour x = al, la convergence est uniforme sur ]0, α0], donc ‖.‖2-lim

α→0
ρα(al) = al,

ce qui implique que ‖.‖2-lim
α→0

ρα(x) = x, ∀x.

De plus, l’équation de la pseudo-résolvante fournit :

α[Id+α∆n]−1(x)−β[Id+β∆n]−1(x) = (β−α)[Id+α∆n]−1(x)[Id+β∆n]−1(x)

d’où :
αρα − βρβ = (β − α)ραρβ, ∀α, β > 0

Montrons alors que les applications ρα sont L2-compactes, pour tout α > 0.

Pour n < m, posons à nouveau θn = 1
n
(ψ1 + . . . + ψn), ∆n = nId − (ψ1 +

. . . + ψn), δn,m = ∆m −∆n et ym,n = [Id + α∆n]−1[Id + α
nα+1

δn,m]−1(x).
Alors :

x = [Id +
α

nα + 1
δn,m][Id + α∆n](ym,n)

= [(1 + nα)Id + αδn,m − α(ψ1 + . . . + ψn)− α2n

nα + 1
δn,mθn](ym,n)

= [[Id + α∆n] + α(∆m −∆n)− α2n

nα + 1
δn,mθn](ym,n)

= [[Id + α∆m]− α2n

nα + 1
δn,mθn](ym,n).
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D’où :

[Id + α∆m]−1(x) = ym,n − [Id + α∆m]−1[
α2n

nα + 1
δn,mθn](ym,n)

= [Id + α∆n]−1[Id +
α

nα + 1
δn,m]−1(x)

− [Id + α∆m]−1[
α2n

nα + 1
δn,mθn][Id + α∆n]−1

·[Id +
α

nα + 1
δn,m]−1(x).

On a donc :

[Id + α∆m]−1 − [Id + α∆n]−1[Id +
α

nα + 1
δn,m]−1

= −[Id + α∆m]−1[
α2n

nα + 1
δn,mθn][Id + α∆n]−1[Id +

α

nα + 1
δn,m]−1

= − α2n

nα + 1
[Id + α∆m]−1(∆m −∆n)θn[Id + α∆n]−1[Id +

α

nα + 1
δn,m]−1

= − α2n

nα + 1
[Id + α∆m]−1(∆m −∆n)[Id + α∆n]−1θn[Id +

α

nα + 1
δn,m]−1

= − nα

nα + 1
([Id + α∆n]−1 − [Id + α∆m]−1)θn[Id +

α

nα + 1
δn,m]−1

On considère alors la suite {ψn, ψn+1, . . .} et on montre comme précédem-

ment que la suite m 7→ [Id +
α

nα + 1
δn,m]−1(x) est de Cauchy dans (M1, ‖.‖2)

et converge en ‖.‖2 vers disons ρ
(n)

nα
nα+1

(x), ∀x ∈ M .

Par le calcul précédent et en passant à la ‖.‖2-limite pour m → ∞, on a
pour x ∈ M fixé :

ρα − [Id + α∆n]−1ρ
(n)

nα
nα+1

=
nα

nα + 1
(ρα − [Id + α∆n]−1)θnρ

(n)
nα

nα+1

Par hypothèse, les ψn sont L2-compactes et donc θn aussi. Ainsi, − nα
nα+1

(ρα−
[Id + α∆n]−1)θnρ

(n)
nα

nα+1
est L2-compacte.

On a alors :

‖(Id− θn)[Id + α∆n]−1(x)‖2 =
1

nα
‖α∆n[Id + α∆n]−1(x)‖2

≤ 1

nα
(‖[Id + α∆n]−1(x)‖2 + ‖x‖2)

≤ 2

nα
‖x‖2.
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Ainsi :

‖(Id− θn)[Id + α∆n]−1ρ
(n)

nα
nα+1

(x)‖2 ≤ 2

nα
‖x‖2.

Or,

[ρα − θn[Id + α∆n]−1ρ
(n)

nα
nα+1

− nα

nα + 1
(ρα − [Id + α∆n]−1)θnρ

(n)
nα

nα+1
](x)

= [ρα − θn[Id + α∆n]−1ρ
(n)

nα
nα+1

− (ρα − [Id + α∆n]−1ρ
(n)

nα
nα+1

)](x)

= (Id− θn)[Id + α∆n]−1ρ
(n)

nα
nα+1

(x).

Ainsi :

‖[ρα − θn[Id + α∆n]−1ρ
(n)

nα
nα+1

− nα

nα + 1
(ρα − [Id + α∆n]−1)θnρ

(n)
nα

nα+1
](x)‖2

≤ 2

nα
‖x‖2.

On observe alors que

ψn,α
.
= θn[Id + α∆n]−1ρ

(n)
nα

nα+1
+

nα

nα + 1
(ρα − [Id + α∆n]−1)θnρ

(n)
nα

nα+1
]

est L2-compacte car θn l’est. (Bien entendu, ψn,α préserve la trace).
La dernière égalité nous livre :

‖ρα − ψn,α‖B(L2(M)) ≤ 2

nα
.

On conclut que, pour tout α > 0, ρα est L2-compacte.
Via l’équation de pseudo-résolvante que satisfont les applications ρα, on
conclut qu’elles commutent. Ainsi les ρ 1

n

.
= χn forment une suite d’appli-

cations c.p.u préservant la trace, L2-compactes telles que :
(i) χn ◦ χm = χm ◦ χn, ∀n,m ;
(ii) ‖χn(x)− x‖2 →

n→∞
0 ;

(iii) χ∗n = χn pour tout n ≥ 1.
Elles permettent de construire le semi-groupe cherché grâce au lemme 2. ¤

Récemment, S. Popa a identifié dans [6] une classe remarquable de facteurs
de type II1 en utilisant (entre autres) une version relative de la propriété de
Haagerup. Avant d’en donner une définition, il est nécessaire de fixer quelques
notations.
On considère une algèbre de von Neumann finie M à prédual séparable mu-
nie d’une trace normale, finie, fidèle, normalisée τ et une sous-algèbre de von
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Neumann B de M contenant 1. On note EB l’unique espérance condition-
nelle de M sur B qui préserve τ , et eB le prolongement de EB à L2(M, τ),
qui est la projection orthogonale de L2(M, τ) sur le sous-espace L2(B, τ).
On désigne par 〈M, B〉 l’algèbre de von Neumann engendrée par M ∪ {eB} ;
on a eBxeB = EB(x)eB pour tout x ∈ M , et l’ensemble des sommes fi-
nies d’éléments de la forme xeBy est une sous-*-algèbre faiblement dense
dans 〈M,B〉, voir [6]. Enfin, on désigne par J (〈M, B〉) l’idéal normiquement
fermé de 〈M,B〉 engendré par les projections finies de 〈M,B〉 ([6], [7]). Ob-
servons que lorsque B = C, cet idéal est l’ensemble des opérateurs compacts
sur L2(M, τ).

Suivant [6], étant donné une paire 1 ∈ B ⊂ M comme ci-dessus, on dit que
M possède la propriété de Haagerup relativement à B s’il existe une trace τ
comme ci-dessus et une suite (Φn)n≥1 d’applications complètement positives
de M dans M telles que :

(1) τ ◦ Φn ≤ τ pour tout n ≥ 1 ;

(2) Φn est B-bilinéaire pour tout n : Φn(b1xb2) = b1Φn(x)b2 pour tous
x ∈ M et b1, b2 ∈ B ;

(3) pour tout n, le prolongement TΦn de Φn à L2(M, τ) appartient à l’idéal
J (〈M,B〉) ;

(4) pour tout x ∈ M , lim
n→∞

‖Φn(x)− x‖2 = 0.

Il est facile de vérifier que le théorème 1 s’étend à cette situation : si la paire
B ⊂ M possède la propriété ci-dessus, alors il existe un semi-groupe (θt)t≥0

d’applications complètement positives préservant τ telles que

(a) θt(b1xb2) = b1θt(x)b2 pour tout t ≥ 0, pour tous b1, b2 ∈ B et tout
x ∈ M ;

(b) pour tout t > 0, le prolongement de θt à L2(M, τ) appartient à
J (〈M,B〉) ;

(c) pour tout x ∈ M , on a lim
t→0

‖θt(x)− x‖2 = 0.

15
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