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GEOMETRIE SPINORIELLE EXTRINSEQUE ET RIGIDITES

SIMON RAULOT

RESUME. Dans cet article, on donne des résultats de rigidité pour des variétés rieman-
niennes spinorielles compactes a bord dont la courbure scalaire est positive ou minorée
par une constante négative. Certains de ces énoncés sont connus mais sont démontrés a
I’aide de puissants résultats : des théoremes de la masse positive. On présente ici une
approche directe qui permet d’éviter cette étape.

Extrinsic Spin Geometry and Rigidity

ABSTRACT. In this article, we prove some rigidity results for compact Riemannian spin
manifolds with boundary with scalar curvature bounded from below by a non-positive
constant. Some of these statements are allready known but their proof rely on strong
resluts: some positive mass theorems. We present here a direct approach which avoid
this step.

1. INTRODUCTION

L’utilisation des spineurs en géométrie riemannienne a été I'objet de plusieurs travaux.
Un exemple important en est la preuve de Witten du théoreme de la masse positive pour
les variétés spin asymptotiquement plates [Wit81]. A Taide de ce théoreme, on peut
énoncer des résultats de rigidités pour certaines variétés riemanniennes. Par exemple,
on montre que sur R?, il n’existe pas de métrique a courbure scalaire positive et plate
en dehors d'un compact, a I'exception de la métrique euclidienne. Depuis le travail de
Witten, de nombreux résultats de ce type ont été obtenus en utilisant cette approche
par les spineurs dans différents cadres (voir [MOS9], [AD98] ou encore [Her98a]). Un des
atouts de cette méthode provient du fait que les espaces sur lesquelles sont modelées les
variétés étudiées sont caractérisés par l'existence de champs de spineurs tres particuliers.
Le lecteur intéressé par ces questions pourra consulter le treés complet survey [Her98b].

Récemment de nouveaux résultats de rigidités ont été obtenus dans le cadre des variétés
a bord. Plus précisément, une question des plus naturelles pour ce type de variétés est
la suivante: si on note (M,9M,g) une variété a bord munie d’une métrique riemanni-
enne g, quelle influence la géométrie du bord (0M, g) peut-elle avoir sur le comportement
de la métrique g a l'intérieur de la variété M? Une premiere étape pour aborder cette
question consiste a restreindre fortement la géométrie du bord et alors de voir ce que
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I'on peut déduire sur la géométrie de la variété toute entiere. Un théoreme de ce type
est obtenu dans [SET02] et [Mia03] (voir aussi Corollaire B ou les auteurs donnent a
I’aide de théoremes de la masse positive une réponse a cette question dans le cas ou le
bord est isométrique & la sphere ronde S"~! (et sous certaines hypothéses sur les courbure
a lintérieur de M). D’autres résultats utilisant ces théoréemes de masse positive sont
prouvés en imposant d’autres restrictions sur la géométrie du bord. Une d’entre elles,
en rapport avec la notion de masse “quasi-locale” en relativité générale, est de supposer
I'existence d'une immersion isométrique du bord (0M, ¢g) dans 'espace euclidien (R", eucl)
(voir [Mia03] ou bien [HW0QT]). La plupart de ces énoncés exigent que la variété soit munie
d’une structure spinorielle puisque leurs démonstrations reposent sur des théoremes de la
masse positive prouvés a la maniere de Witten [Wit&T].

D’autres part, de récents travaux de Hijazi, Montiel, Rolddn et Zhang (voir [HMZ01],
[HMRO3] ou encore [HM0O3]) mettent en évidence le role de la géométrie spinorielle ex-
trinseque en théorie des hypersurfaces. Dans ces travaux, les auteurs relient la premiere
valeur propre de l'opérateur de Dirac du bord et des quantités prenant en compte la
géométrie extrinseque du bord (telles que la courbure moyenne ou bien un invariant de
Yamabe intervenant dans le probleme de Yamabe sur les variétés a bord [Esc92]). A Paide
de cette estimation et d’une étude détaillée de son cas d’égalité, ils donnent, entre autres,
une preuve du théoréeme d’Alexandrov [Ale56]. D’autres résultats de rigidiés du type
de ceux cités dans le paragraphe précédent sont obtenus. Le schéma de démonstration
consiste a vérifier que sous certaines hypotheses sur les différentes courbure de la variété,
des champs de spineurs tres particuliers sur le bord (des spineurs de Killing dans ce cas)
proviennent de champs de spineurs paralleles sur la variété toute entiere, en restreignant
ainsi fortement la géométrie.

Ce travail se place dans la continuité de 1’article d’Hijazi et Montiel [HM03]. En effet, on
étudie ici le méme type de questions en imposant 1'existence de champs de spineurs plus
généraux sur le bord, des spineurs satisfaisant 1’équation de Dirac c’est-a-dire vérifiant:

n—1
Do =
2

Hy®, (1)

ou D est l'opérateur de Dirac du bord (voir Section B) et Hy est une fonction positive
non identiquement nulle sur OM. Le résultat principal de cet article s’énonce de la facon
suivante: si (M™, g) est une variété riemannienne spin compacte a courbure scalaire R > 0
dont le bord est a courbure moyenne H et possédant un champ de spineurs ® satisfaisant
I'équation () avec H > Hy alors le champ @ se prolonge en un spineur parallele sur toute
la variété. A l'aide de ce théoreme, on obtient des résultats de rigidités pour des variétés a
bord dont le bord (0M, g) est a courbure moyenne H et admet une immersion isométrique
dans 'espace euclidien a courbure moyenne Hy. On est ainsi en mesure de répondre a
une question posée par Schroeder et Strake [SS89] dans le cadre des variétés spinorielles.
Une autre application est donnée par une preuve simple d’un théoreme de rigidité pour
la boule euclidienne. Des résultats analogues sont prouvés dans le cadre hyperbolique.
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2. PRELIMINAIRES GEOMETRIQUES

Soit (M™, g) une variété riemannienne spinorielle de dimension n. Notons XM le fibré des
spineurs complexes au dessus de M et soit V les connexions de Levi-Civita riemannienne
et spinorielle. La multiplication de Clifford, c’est-a-dire I’action du fibré de Clifford CI(M)
sur le fibré des spineurs, sera notée:

v :Cl(M) — End (XM).

Enfin, on notera par ( , ) le produit hermitien naturel sur XM, compatible avec V et
v. L’opérateur de Dirac est alors défini comme composé de la multiplication de Clifford
et de la connexion de Levi-Civita spinorielle, c¢’est-a-dire D = v o V. C’est un opérateur
différentiel elliptique d’ordre un agissant sur les sections du fibré XM, localement donné
par:

D = Z V(Qi)vew
=1

ou {ey, - ,e,} est un repere local g-orthonormé local de T'M.

Supposons a partir de maintenant que M possede un bord lisse OM. Puisque OM est
une hypersurface orientée de M, le fibré normal est trivial et ainsi M hérite naturelle-
ment d’une structure spinorielle induite par celle de M. On peut alors constuire le fibré
intrinseque des spineurs que 1’on notera ¥(OM) et on notera respectivement par VoM
M et DM | la connexion de Levi-Civita, la multiplication de Clifford et 'opérateur de
Dirac intrinseque a OM. On peut également définir (voir [Bar98] par exemple) un fibré
extrinseque des spineurs au-dessus de M en posant S := ¥ M|5;,. Ce fibré est lui aussi
muni d’une connexion de Levi-Civita VS et d’une multiplication de Clifford v qu’on peut
relier avec celles définies sur M par:

Vx = VS + %WS (A(X)) (formule de Gauss spinorielle) (2)

(X)) = (X)),
pour tout X € I' (T(@M )) et ou v est le champ de vecteur normal unitaire rentrant a OM
et A lapplication de Weingarten définie par A(X) = —Vxv. De la méme maniére que
dans le cadre intrinseque, on peut définir un opérateur de Dirac agissant sur le fibré S en
posant D := 75 0 V5. Cet opérateur sera appelé l'opérateur de Dirac extrinséque de OM.
Un simple calcul utilisant la formule de Gauss spinorielle (2l) permet de vérifier que cet
opérateur et I'opérateur de Dirac de la variété M sont reliés par 'identité:
n—1

> HY = 1(1) DY - V.. 3)

pour tout ¢ € I'(S) et o H est la courbure moyenne (normalisée) de M dans M par
rapport au champ normal unitaire sortant.

Dy =
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L’hypersurface OM possede donc deux fibrés des spineurs qui s’identifient de fagon canon-
ique. En effet, si n est impair, on peut assimiler (S,~5, VS D) a:

(Z(0M), M, vOM DM (4)
et si n est pair a:
(Z(@M) D Z(aM)’,yaM D _,yﬁM’ v@M D v@M’DﬁM D _DaM) (5)

Pour plus de détails sur ces identifications, on pourra consulter [Bar98|, [HMZ0T] ou
encore [Mor(2]. D’autre part, en utilisant le fait que:

Dy(v) = —y(v)D (6)
on montre facilement que le spectre de 'opérateur de Dirac extrinseque est symétrique par
rapport & zéro. A l'aide de ces identifications, O. Hijazi et S. Montiel [HM03] définissent
la notion de spineurs de Killing extrinseque, généralisant la notion de spineurs de Killing
réels au cadre des hypersurfaces. Plus précisément, un champ de spineurs ¢ € I'(S) est
appelé champ de spineurs de Killing extrinseque si pour tout X € I’ (T (oM )), on a:

Vie = —ar®(X)e, (7)
ol a € R. Sous diverses hypotheses sur les courbures de la variété, les auteurs montrent
que l'existence d'un tel champ sur le bord implique I'existence d’'un spineur parallele sur
toute la variété et force le bord a étre totalement ombilique a courbure moyenne con-
stante. Dans cet article, on étudie le cas plus général ot on considere, non plus un champ
de spineurs de Killing extrinseque, mais ce qu’on pourrait appeler un champ de Killing

généralisé extrinseque (par analogie avec les spineurs de Killing généralisés, voir par ex-
emple [Eri98] ou [FKOI]).

Convention: On convient dans cet article que si Y"7! est une variété compacte qui
s'immerge dans deux variétés spinorielles de dimension n, alors ces immersions définissent
la méme structure spinorielle sur 377!,

3. DOMAINES A COURBURE SCALAIRE POSITIVE

Dans cette section, on considere (M™, g) une variété riemannienne spinorielle compacte
de dimension n a courbure scalaire R > 0. On suppose que le bord M de M est non vide
et qu'il possede p composantes connexes dM; dont la courbure moyenne H (9) est positive
pour tout 1 < 7 < p. Le résultat principal de cette section est alors donné par:

Théoréme 1. Soit (M™, g) une variété connexe, compacte, riemannienne spinorielle de
dimension n > 3 et a bord lisse OM. Supposons que la courbure scalaire de M satisfait
R > 0 et que la courbure moyenne de chaque composante connexe OM; de OM dans M
est non identiquement nulle et vérifie HY) > 0. S7il existe un champ de spineurs lisse
¢ € I'(S;,) satisfaisant:

n—1

D — Hy®, (8)

ou Hy est une fonction lisse sur M), avec 0 < Hy < HU) | alors la variété (M™,g)

posséde un champ de spineurs paralléle, le bord est connexe et HU0) = Hj,.
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Dans I'énoncé de ce théoreme, on a posé Sj, := XMjgp, . La démonstration de ce résultat
repose en premier lieu sur la formule de Schrodinger-Lichnerowicz [Lic63] qui relie le carré
de 'opérateur de Dirac au laplacien spinoriel brut. Plus précisément, on a:

D=V (9)

ce qui, une fois intégrée sur M, donne (voir [HMZ0T]):

2 _ 2 1 2 _ _n
[ (vur = Do+ 3R = [ (D) ="

pour tout ¢ € I'(XM). On fera souvent référence a cette égalité comme étant la formule de
Reilly spinorielle par analogie avec la formule de Reilly “classique” (voir [Rei77]). L’autre
point important intervenant dans la démonstration du Théoréeme [l est un choix judicieux
de condition a bord pour 'opérateur de Dirac de M. Pour plus de détails sur ce sujet, on
pourra consulter [BBW93] ou bien encore [HMR0O2]. On considere ici la condition MIT
définie par la projection point par point:
P L*S) — LY%V#)
© — %(Id:l:ify(u))go
ot V* est le sous-fibré de S dont la fibre en un point est donnée par I’espace propre associé

a la valeur propre £1 de I'involution iy(r). On peut alors vérifier que cette condition a
bord est elliptique pour 'opérateur de Dirac D de M et qu’'on a (voir [HMZ02]):

LHP)ds  (10)

Lemme 3.1. Soit (M", g) une variété compacte riemannienne spinorielle de dimension
n > 3 a bord lisse OM. Si on suppose que R >0 et H > 0, alors l'opérateur

D:{p€ H{(EM) : Ppou =0} — L*(ZM)
est inversible.

On est maintenant en mesure de prouver le résultat principal de cette section.

Preuve du Théorémel[l: Soit ® € I'(S;,) une solution de 'équation de Dirac (§) que 'on

prolonge en un champ de spineurs lisse ® sur M tout entier qui s’annule sur toutes les
autres composantes connexes de dM, c’est-a-dire on a:

oo _ )P sij=jo

D = ®|3Mj - { 0 sij# . (11)
Le Lemme Bl assure 'existence d’un unique champ de spineurs lisse ¥ € I'(XM) satis-
faisant le probleme a bord:

DY =0 sur M
{ PEU gy = PED gy le long de dM, (12)
ce qui, en utilisant (), s’écrit:
DV =0 sur M
Pi\If‘anO = P*d le long de 0M;, (13)

PEW g, =0 le long de OM; pour j # jo.
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Dans la suite, on notera indifféremment un champ de spineurs sur M et sa restriction au
bord si aucune confusion ne peut étre faite. En appliquant la formule de Reilly (I0) et
puisque R > 0, on obtient:

og/ (|W\2+ SRIwP) Z/@M (Dv,v)

Montrons maintenant que le terme de bord de cette quantité est négatif. Pour cela, on
remarque tout d’abord que puisque le champ @ satisfait I'équation () sur 0M;,, on a en
utilisant (@) que:

H(j)|\lf|2)ds. (14)

1
D(P*p) = ©

PO, (15)

D’autre part, pour tout champ de spineurs ¢ € I'(S), une intégration par parties utilisant
la symétrie de l'opérateur de Dirac D et la décomposition ¢ = PTp + P~ ¢ donnent:

/ (Dgo,go)ds:Q/ Re(D(P*yp), PTy)ds.
oM oM

Donc si on applique cette identité au champ W, on obtient a 'aide de ([2) et (IH):

/ (DV,W)ds = (n — 1) HoRe(PT®, PTW)ds. (16)
oM, oM,
De plus, en développant |PT¥ — PF®|2 > 0, on a:
2Re(PT®, PTU) < |PTU? + |PTOJ? (17)
ce qui permet d’écrire:
-1
/ (DT, W)ds < -~ Ho(|PTU + | PTO|*)ds. (18)
oM, 2 M,

On remarque aussi que la symétrie de D et (IH) donnent:
Ho|P=®|?ds = / Hy| PT¥®|?ds.
oM, oM;

Ainsi, en utilisant cette relation dans (IJ) et le fait que PV = P*® sur OM,,
1

/ (DU, Tyds < Ho|W|2ds
oM 2 Jou,

on obtient:

avec égalité si et seulement si PTW = PT® sur dM,,. Donc puisque 0 < H, < HUo) on
a:

/ ((D\If ) - n L oy )ds <0. (19)
OM;

En examinant maintenant les termes de bord de () pour j # jo, on vérifie a I'aide de
() que P¥V = P*d; = 0 et donc:

/an ((ny, v —

n—1

'>\xp\2)ds S HO|PTU|2ds

2 Jom,
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ce qui donne:

1 .
H<J>|\If|2)ds <0 (20)

Z/ D\w

J#Jo

puisque H@) > 0. De plus, on a égalité dans (20) si et seulement si PTW = 0 (car HY) est
une fonction lisse non identiquement nulle sur dM;). En utilisant (IT) et (20), on conclut
que le terme de bord dans ([I4) est négatif et donc que I'on est dans le cas d’égalité de
I'inégalité de Reilly spinorielle. Le champ de spineurs ¥ € I'(X M) satisfait ainsi:

VU =0 et Uy =D (21)

Dans ce cas, le bord est connexe. En effet, puisque le champ de spineurs ¥ est parallele,
il est de norme constante (non nulle) sur M (car M est connexe), donc sur chaque com-
posante connexe de M. Or comme &Dj = 0 pour j # jo et Uion,, = P, la seule possibilité
pour que (2] soit vérifié est que le bord soit connexe (sinon la norme de ¥ ne peut étre
constante). D’autre part, en utilisant la formule de Gauss spinorielle (@) et le fait que ¥
est parallele, on calcule aisément que DU = "L HU)W et donc HY) = Hy puisque ¥
satisfait (8) et qu’il ne possede pas de zéro. O]

Remarque 1. Dans le Théoréme [, la seconde forme fondamentale de (OM,g) dans
(M"™, g) est complétement déterminée par le champ de spineurs ® € I'(S) satisfaisant
(3) et plus particulierement par le tenseur impulsion-énergie Ty associé. En effet, on a
montré que le spineur ® est en fait un champ de spineurs de Killing généralisé extrinseque,
c¢’est-a-dire vérifiant:

Ve = —%ys (A(X))@,

pour tout X € D(T(OM)). On peut assez facilement calculer qu’alors (voir [Mor(2]):
AX)Y) = g(A(X),Y) =2Ts(X,Y),
ot Tg est le tenseur impulsion-énergie associé a ® défini (en dehors des zéros de ®) par:

)

Ta(X,¥) = JRe (y(X)V50 4 4(¥)V30, gy

pour tout X € I'(T(OM)).

Remarque 2. En dimension 3, on peut affiner la conclusion du Théorémell. En effet, si
(M3, g) est une variété satisfaisant les hypothéses du Théorémel alors la Remarqued as-
sure l’existence d’un champ de spineurs de Killing généralisé ® sur (0M, g). Par Friedrich
[EXi98], le revétement universel riemannien de (OM,g) s’immerge isométriquement dans
(R3, g) et la seconde forme fondamentale de cette immersion est donnée par A = 2Tg.

A Paide du Théoreme[ll, on obtient des résultats de rigidité pour les variétés a bord mettant
en exergue que le comportement de la métrique au bord influe sur celui de la métrique a
I'intérieur de la variété. En effet, le Théoreme [l permet de donner une preuve (partielle)
d’une conjecture posée par Schroeder et Strake [SS89] qui s’énonce de la maniere suivante:
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Conjecture 1. Soit (M™,g) une variété compacte riemannienne a courbure de Ricci
positive possédant un bord conveze (c’est-a-dire A > 0). Supposons que la courbure sec-
tionnelle de M s’annule dans un voisinage U de OM et que l'une des deux conditions
sutvantes soit vérifiée:

(1) OM est simplement connexe
(2) la dimension de OM est paire et OM est strictement convexe en un point p € OM.

Alors la variété (M™, g) est plate.

Dans [HW(7], les auteurs prouvent la partie (1) de cette conjecture et en affaiblissent
méme les hypotheses. En effet, ils remarquent qu’il suffit en fait d’imposer la nullité de
la courbure sectionnelle de M sur OM et la positivité de la courbure moyenne H pour
démontrer ce résultat. En supposant que la variété est spin, ils peuvent encore affaiblir
I’hypothese sur la courbure de Ricci en imposant seulement la positivité de la courbure
scalaire cependant il faut alors ré-imposer la convexité de M. L’hypotheése spin est ici
purement technique dans le sens ou elle intervient car leurs démonstrations utilisent un
théoreme de la masse positive (voir [SE'T02]) prouvé a la maniére de Witten [Wit&T]. On
donne ici une preuve de ce méme point de la conjecture [l sous des hypotheses encore plus
faibles. Plus précisément, on a:

Corollaire 3.2. Soit (M™,g) une variété compacte riemannienne spinorielle de dimen-
sionn > 3 dont la courbure scalaire satisfait R > 0 et a bord lisse non vide OM . Supposons
de plus que chaque composante connexe du bord de M est simplement connexe, que leur
courbure moyenne H est positive (non identiquement nulle) et que la courbure sectionnelle
de M est nulle sur OM. Alors le bord n’a qu’une seule composante connezxe et (M™, g) est
plate.

Preuve: Remarquons tout d’abord que puisque la courbure sectionnelle k™ de M s’annule
identiquement sur OM, I'application de Weingarten A satisfait les formules de Gauss et
Codazzi:

(VM A)Y = (VIMAX
RM(X,Y)Z = g(A(Y), Z2)A(X) — g(A(X), Z) A(Y),

pour tout X,Y, 7 € F(T (OM )) Comme OM est simplement connexe, le théoreme fon-
damental des hypersurfaces (voir [KNG9| par exemple) assure I'existence d’une immersion
isométrique F' de (0M, g) dans (R™, eucl) dont la seconde forme fondamentale est donnée
par A. En utilisant cette immersion, on construit 2% champs de spineurs ®; € I'(S)

satisfaisant:
1

V3, = — 53 (A(X)2,
pour tout X € F(T (OM )) et qui vérifient donc D®; = ”T_IH ®;. Ces champs de spineurs
sont obtenus par restriction (par F) & S des 2["/?l champs de spineurs paralleles de YR™.
Les conditions du Théoréme [l sont satisfaites permettant alors de conclure que le bord est
connexe et que chaque champ de spineurs ®; provient d’'un champ de spineurs paralleles

sur M. On a ainsi un nombre maximal de champs de spineurs paralleles et la variété
(M™, g) donc est plate. O
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On peut en fait obtenir un résultat plus général qui s’énonce de la maniere suivante:

Corollaire 3.3. Soit (M", go) une variété riemannienne spinorielle complete de dimen-
sionn > 3 a courbure scalaire positive et soit (X", g) une variété riemannienne compacte
de dimension n — 1. On suppose qu’il existe une immersion isométrique

Fl : (Zn_l>g) - (Mn>g())

a courbure moyenne Hy telle que Fy(X"1) borde un domaine compact 0 dans M. Alors
st 1l existe une autre immersion iSométrique

Fy: (3" g) — (R", eucl)

a courbure moyenne Hy > 0 (non identiquement nulle) satisfaisant Hy > Hs, le domaine
(2, go) est plat.

La preuve de ce résultat est identique a celle du corollaire du fait que I'immersion F3
assure l'existence d’un nombre maximal de champs de spineurs satisfaisant I’équation (g])
avec Hy = Hy et ainsi le Théoreme [l permet de conclure.

Remarque 3. Si dans l’énoncé du corollaire [T3 on suppose que Fy est un plongement
isométrique, un argument similaire a celui de Hang et Wang ([HWQT|, Proposition 2)
permet de conclure que (2, go) est isométrique a un domaine de R™.

Une autre application du Théoreme [ est donnée par un résultat de rigidité pour la
boule unité de 'espace euclidien. Ce résultat a été obtenu par P. Miao [Mia03] comme
corollaire d’'un théoreme de masse positive dans le cadre de variétés asymptotiquement
plates ou la métrique n’est pas lisse le long d’une hypersurface. On en donne ici une
preuve élémentaire. Plus précisement, on montre:

Corollaire 3.4. Soit (M™,g) une variété riemannienne spinorielle compacte de dimen-
sion n > 3 a bord lisse OM dont la courbure scalaire satisfait R > 0. Supposons de
plus que le bord OM de M est isométrique a la sphére standard S*=' et que sa courbure
moyenne vérifie H > 1. Alors (M",g) est isométrique a la boule unité de R™.

Preuve: Par hypothese, le bord OM est isométrique & la sphere standard S"~!, le fibré des
spineurs Y(OM) est donc trivialisable par 2/"=1/2l spineurs de Killing ®; € I'(S) (voir
[Gut86]), c’est-a-dire satisfaisant:

1

5781\4 (X ) ®;,

pour tout X € F(T (oM )) En utilisant [HM03], on a 2[*/2 spineurs de Killing extinseques
(qu’on notera encore par ®;) qui satisfont:

V30 =~ 5(X)2,
pour tout X € F(T (OM )) Un simple calcul permet de vérifier que D®; = "T_lfbi et
on peut donc appliquer le Théoreme [l avec Hy = 1. On a ainsi construit une base de
Y M formée de 2[*/? spineurs paralleles. D’autre part, en utilisant la formule de Gauss
spinorielle (@), on vérifie que OM est totalement ombilique. En résumé, on a montré que
M est un domaine compact plat dont le bord est une hypersurface compacte isométrique
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a la sphere ronde et totalement ombilique, la variété (M™, g) est donc isométrique a la
boule unité de (R", eucl). O

Remarque 4. On peut vérifier que les hypothéses du Corollaire [3.4] ne remplissent pas
les conditions d’applications des résultats obtenus dans [HMO3]. En effet, dans cet article
les auteurs prouvent que si (M™,g) est une variété compacte riemannienne spinorielle
de dimension n a bord lisse OM dont la courbure scalaire de M et la courbure moyenne
de OM sont positives et tel que le tenseur d’Finstein Ric — gg de M est positif dans la
direction normale a OM , alors chaque champ de spineur de Killing extrinseque réel est la
restriction d’un spineur paralléle sur M au bord OM. Or en utilisant la formule de Gauss
et le fait que la courbure scalaire de OM est celle de la sphére ronde S*™1, on a:

RM = (n—1)(n —2) = R—2Ric(v,v) + (n — 1)2H?* — |A|*.
De plus dans le Corollaire[3.4, on suppose que H > 1, donc finalement on a:

Ric(v,v) — g > %((n —1) - |AP)

D’autre part, Uinégalité de Cauchy-Schwarz donne (n — 1)H? < |A|?, et donc:
|A|2 2 n— ]-7

ce qui ne permet pas d’assurer la positivité du tenseur d’Finstein dans la direction de v
et donc d’appliquer le résultat précédemment cité.

Remarque 5. Il est clair que [’énoncé du Corollaire reste valable si on suppose que
le bord est isométrique a la sphére S"~Y(r) de rayon r > 0 et que sa courbure moyenne
satisfait H > 1/r. On conclut alors que (M™, g) est isométrique a la boule euclidienne de
rayon .

4. DOMAINES A COURBURE SCALAIRE MINOREE PAR UNE CONSTANTE NEGATIVE

Dans cette partie, on prouve un analogue du Théoreme [l dans le cadre hyperbolique. Le
cadre est le suivant: on considere (M", g) une variété riemannienne spinorielle compacte
de dimension n dont le bord OM est lisse et non vide. On suppose de plus que la courbure
scalaire de M satisfait R > —n(n — 1) et que la courbure moyenne H du bord OM est
positive et non identiquement nulle.

I1 est important de remarquer que la démonstration du Théoréeme [l repose essentiellement
sur deux points importants: la formule de Schrodinger-Lichnerowicz et un choix judicieux
de condition a bord pour 'opérateur de Dirac de la variété M. On rappelle donc ici la
formule de Schrodinger-Lichnerowicz “hyperbolique” dont on trouvera une preuve dans
[MOS9], [ADI8] ou bien encore [HMRO3] et qui est un analogue de () dans le cadre
hyperbolique:

[ UPof+ JRIE = D of)do = [ (B0 -

M 2

CHpP)ds (22
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oW R:=R+n(n—1), D =DF Ziet Df =D+ 2=Liy(v). L’opérateur P apparaissant

dans (22)) est 'opérateur de twisteur (ou opérateur de Penrose) localement donné par:

Pyt =Vt + 19(X)Dy, (23)

pour ¢ € ['(XM) et X € I'(T'M). On dira alors que v est un spineur-twisteur si Py = 0.
D’autre part, on peut vérifier que l'opérateur DT apparaissant dans le terme de bord
de (22) est un opérateur différentiel d’ordre un, elliptique et auto-adjoint dont le spectre
est constitué d’un suite de réels non bornée. Notons que le choix de la condition a
bord passe par une analyse de son comportement par rapport a l'opérateur de Dirac
tordu D*. 11 s’avere ici que la condition utilisée dans la Section Bl ne possede pas les
propriétés adéquates. Pour cette raison, on utilise une autre condition a bord elliptique
pour l'opérateur de Dirac D: la condition associée a un opérateur de chiralité. 1l est
a noter que cette condition a bord n’existe pas toujours sur toute variété riemannienne
spinorielle puisqu’elle recquiert 'existence d’un opérateur de chiralité, c’est-a-dire une
application linéaire:

G:T(EM) —T'(EM),
satisfaisant:

G* =1Id, (G, Ge) = (¥, ) (24)
Vx(GY) = G(Vxy), vX)GW)=—-G(v(X)v¥), (25)

pour tout X € I'(T'M) et tout champ de spineurs 1, p € I'(XM). L’existence d'un tel
opérateur permet alors de définir une involution sur S par:

(V)G : T(S) — T(S).

donnant ainsi une décomposition en sous-espaces propres associés aux valeurs propres 1
et —1 du fibré S. La projection orthogonale:

B* = %(Id +v(v)G)

sur le fibré en sous-espaces propres associés a la valeur propre =1 définit une condition a
bord elliptique pour l'opérateur de Dirac D de M. Pour plus de détails concernant cette
condition a bord, on pourra consulter [HMR02] ou [Rau06], par exemple.

On est maintenant en mesure d’énoncer le résultat principal de cette partie qui, comme
dis précédemment, est une version “hyperbolique” du Théoreme [0 de la section En
effet, on a:

Théoreme 2. Soit (M", g) une variété compacte riemannienne spinorielle de dimension
n > 3 a bord lisse OM et qui posseéde un opérateur de chiralité G. Supposons que la
courbure scalaire de M satisfait R > —n(n — 1) et que la courbure moyenne de chaque
composante connexe OM; de OM dans M vérifie HU) >0 et est non identiquement nulle.
Alors s’il existe un champ de spineurs lisse & € I'(S;,) satisfaisant:

H0q>7 (26)
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ou Hy est une fonction lisse sur OM non identiquement nulle avec 0 < Hy < H(jo), la
variété (M™, g) posséde un champ de spineurs de Killing imaginaire, le bord est connexe
et H(jo) = H().

La démonstration de ce résultat s’effectue de la méme maniere que celle du Théoreme [
et repose sur un analogue du Lemme Bl dans le cadre hyperbolique pour la condition a
bord associée a un opérateur de chiralité. En effet, on a:

Lemme 4.1. Soit (M™,g) une variété satisfaisant les hypothéses du Théoréme[d, alors
l'opérateur:

D*: {4 € HX (M) : B¢y = 0} — L2(EM)
est inversible.

Preuve: Supposons qu’il existe un champ de spineurs ¢y € I'(XM) satisfaisant le probleme
a bord:

{ Do =0 sur M
B*pgjom =0 le long de OM
c’est-a-dire:
Dyo = Fipo sur M
{ BiapowM =0 le long de OM.

En appliquant ce champ de spineurs dans I'inégalité de Reilly (22)), on obtient:

1 ~ ~ n—1
0< —/ Rlo[*dv < / ({D* g0, o) = —5—H|wol*)ds
Y oM 2

et puisque par hypothese Bigpo‘aM = 0et H > 0, on vérifie facilement que I'on a en fait
égalité. Ainsi le champ de spineurs ¢, satisfait:

Vxpo = —(i/2)7(X)po sur M
B*pgjom =0 le long de OM

pour tout X € I'(T'M). D’autre part, la formule de Green donne pour tout ¢ € I'(XM):

[ vra= [ w.pvdo=— [ e (27)

et donc par sesquilinéarité du produit hermitien sur XM, on obtient pour ¥ = ¢y:

/ ‘¢0|2dv = 07
M

et donc gy = 0. Ceci n’est pas possible car ¢ étant un spineur de Killing imaginaire, il
est non trivial. Pour conclure, il suffit alors de remarquer qu’en utilisant (21), on a:

(D*)* = D~ = CoKer (D*) ~ Ker (D7) = {0},
et on a ainsi le résultat énoncé. O]
On étudie maintenant le comportement de l'opérateur de Dirac “tordu” D+ par rap-

port aux projections définissant la condition associée a un opérateur de chiralité. Plus
précisément, on prouve:
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Lemme 4.2. 5i & € I'(S) est un champ de spineurs satisfaisant l’équation (Z4), les
propriétés suivantes sont satisfaites:

(1) D*(B*®) = "1 H,BT®
(2) [y Ho|B*®?ds = [,,, Ho| BT®|?ds

Preuve: Pour (1), il suffit de remarquer que:
D*(B*¢) = BT(D*y),

et puisque ® satisfait (20)), une identification des composantes du champ de spineurs par
rapport a la décomposition associée aux projections B* donne directement le résultat. Le
point (2) découle de (1) et de la symétrie de 'opérateur D*. O

La démonstration du Théoreme B s’effectue alors de la méme maniere que celle du
Théoreme [ On ne la donne pas en détails ici puisque les Lemmes BTl et mon-
trent que la condition a bord associée a un opérateur de chiralité se comporte de la méme
maniere que la condition MIT par rapport a 'opérateur de Dirac du bord D.

Comme applications du Théoreme B, on obtient des résultats de rigidité pour les variétés
a bord dont la courbure scalaire est minorée par une constante négative. En effet, on a
par exemple:

Corollaire 4.3. Soit (M", go) une variété riemannienne spinorielle de dimension n qui
posséde un opérateur de chiralité et a courbure scalaire R > —n(n — 1). Soit ("1 g)
une variété riemannienne compacte de dimension n — 1 telle qu’il existe une immersion
1sométrique

Fl : (Zn_1>g) - (Mn>g())

a courbure moyenne Hy et telle que Fi(X"') borde un domaine compact Q dans M.
Supposons qu’il existe une autre immersion isométrique de (X"~1, g) dans l'espace hyper-
bolique (H", g5) notée

F2 : (En_lvg) - (HnagSt)

a courbure moyenne Hy > 0 mnon identiquement nulle satisfaisant Hy > Hy. Alors le
domaine (2, go) est hyperbolique.

Preuve: 11 suffit de remarquer que 'immersion isométrique Fy de (X771, g) dans (H", g.;)
assure 'existence d’'un nombre maximal de champs de spineurs de S satisfaisant I’équation
@d). Ainsi 'hypothese sur les courbures moyennes H; et Hs permet d’appliquer le
Théoreme [ et de conclure qu’on a un nombre maximal de spineurs de Killing imagi-
naires. Par [BauR9al et [Bau89b], (€2, go) est hyperbolique. O

De ce corollaire, on obtient alors directement un énoncé analogue a celui de la conjecture
de Schroeder et Strake dans le cadre hyperbolique.

Corollaire 4.4. Soit (M™,g) une variété compacte riemannienne spinorielle de dimen-
sion n > 3 dont la courbure scalaire satisfait R > —n(n — 1) et a bord lisse non vide.
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Supposons de plus que M posséde un opérateur de chiralité, que chaque composante con-
nexe du bord est simplement connexe et a courbure moyenne H positive et que la courbure
sectionnelle de M est constante égale a —1 sur OM. Alors le bord n’a qu’une seule com-
posante connexe et (M™, g) est hyperbolique.

Preuve: Puique OM est simplement connexe et que la courbure sectionnelle x* de M
vaut —1 sur M, le théoreme fondamental des hypersurfaces assure ’existence d’une im-
mersion isométrique de (OM, g) dans (H", gs). Le corollaire permet de conclure. [

Remarque 6. Tous les résultats de cette section s’appliquent pour les variétés de dimen-
sion paire. FEn effet, dans ce cas, un opérateur de chiralité est donné par l’élément de
volume du fibré des spineurs XM .

Remarque 7. [l est clair que le Théorémeld permet aussi d’obtenir un résultat de rigidité
pour la boule standard de H" mais son énoncé ne serait pas satisfaisant puisque qu’il
nécessite l’existence d’un opérateur de chiralité. Cependant, il est a noter que l’on peut
directement obtenir un tel résultat comme corollaire d’une estimation de la premiere valeur
propre de lopérateur de Dirac du bord D* obtenu par Hijazi, Montiel et Rolddn dans
[HMRO3]. En effet, si (M™,g) est une variété riemannienne spinorielle compacte a bord
lisse OM telle que la courbure scalaire de M satisfait R > —n(n — 1) et la courbure
moyenne H de OM dans M est positive alors:

g}/[f H (28)

ot )xli désigne la plus petite valeur propre positive de D*. De plus, on a égalité si et
seulement si les champ de spineurs propres associés a X proviennent de la restriction
OM de champs de spineurs de Killing imaginaires sur M. A Uaide de ce résultat, on peut
prouver l’énoncé suivant:

“Soit (M™, g) un domaine compact d'une variété compléte riemannienne spinorielle de
dimension n > 3 dont la courbure scalaire satisfait R > —n(n — 1). Supposons de plus
que le bord OM est isométrique a la sphere ronde S"_l( \/6;7_1), a > 1, et que sa courbure
moyenne vérifie H > a. Alors (M™, g) est isométrique a la boule standard de H" dont le

bord est la sphere totalement ombilique de rayon \/ﬁ.”

En effet, il suffit de remarquer qu’a partir d’un champ de spineurs de Killing réel sur le
bord (qui existe puisque le bord est isométrique a la sphére ronde), on peut construire un

; ) 5 ; + 15N n—1
champ de spineurs propre pour l'opérateur de Dirac D associé a la valeur propre "5=c.

En effet, si U est un champ de spineurs de Killing de nombre de Killing 5 ;2_1 alors le
champ:
U =V £ (a — Va2 - 1)iy(v)V,
satisfait:
~ -1
Dyt = ”Ta\pi. (29)
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Ainsi Uhypothése H > « permet de conclure que l'on a égalité dans (28) et donc que le
champ VT provient d’un spineur de Killing imaginaire sur M. Puisque la bord OM posséde
un nombre maximal de spineurs de Killing réels, on vérifie aisément que M posséde
un nombre maximal de spineurs de Killing imaginaires et donc [Bau89a| et [BauS9b]
permettent de conclure.
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