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Reésolution et construction d'un sangaku :

Ogive gothique — Origami — Les trois cercles

Conclusion







Apres des siecles de guerres civiles, les shoguns de la
dynastie Togukawa réetablissent I'ordre dans le pays




Edo: du village

de pécheurs

a la plus grande
ville du monde

EDO (Tokyo)




C'est I'époque d’Edo qui s'étend de 1603 — 1868
ere de paix et de prospérité

Un grand mouvement culturel se déploie

Hokusai (1760 — 1849)
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La Grande Vague aularge de Kanagawa

Série trente-six vues du mont Fuji vers 1830-1834




Jusqu'au debut du XVlleme siecle, les mathématiques
japonaises s'inspiraient fortement de celles de la
Chine

Les sciences japonaises evoluerent indépendamment
de leur équivalent europeen, c’est I'envol du wasan ou
de la mathématique japonaise

Travaux de Seki Takakazu (1642 — 1708) et de son
célebre et brillant éleve Takebe Katahiro (1664 — 1739)




La vie quotidienne dans une école de mathématiques
a I'époque des shoguns Tokugawa (1600-1868)



- Sangaku exposé dans la ville de Tokyo au

temple de Toenji
. Tablette datée de 1869 (180cm x 90cm)

» 1683 : le plus ancien sangaku retrouveé

»  Entre 800 et 900 tablettes retrouvees

- Japanese Temple Geometry Problems, de
Hidetoshi Fukagawa et Daniel Pedoe, 1989

Premiere publication de sangaku
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Ogive gothique




i) Construction du grand cercle

Soit ABCD un carré de coté 2c¢. Le théoreme de Pythagore
appliqué au triangle rectangle FBS' permet d'exprimer r'en
fonction de c.

D [

(20—1*')2 = (r')2 +c® = r'= %C

Le centre S'du grand cercle est
le point d'intersection de la
médiatrice du c6té AB du carré et
d'un cercle centre au milieu de

3

AB etderayon ,'==,




i) Construction du petit cercle

r = rayon petit cercle

y = ordonnée du centre S du petit cercle

Le théoreme de Pythagore appliqué aux triangles rectangles
AHS et BSH permet d'exprimer r et y en fonction de c.

° © o 1(2¢- r)2 +y?=(2c+ r)2 triangle AHS
P4y’ = (2¢— r)2 triangle BSH

Soustraire membre a membre les
2 équations pour éliminer y*:
2

(20—1’)2—1’2 :(20+r)2—(20—r) &

4c* —der+r°—r* =

A H - 4c2+4cr+r2—(4c2—4cr+r2) e I'=

Reprenons la deuxieme équation du systeme :

3



La deuxieme équation du systeme est équivalente a :

yV=(2c-r)=r* & y'=(2c—r-r)(2c-r+r) o
' =(2c-2r)-2c o y' =dc-(c-r)

Qui devient en substituant =

Construction du cercle de centre S et de rayon r
1) Lieu géometrique du point S

2) Construction de l'ordonnée y du point S




1) Lieu géometrique du point S
c CM

Soit M le point milieu de CD. Puisque 7 = 3 3

construire par le théoreme de Thales le point U situe au
tiers de CM a partir de C. Le point S se trouvera sur la
droite perpendiculaire a CD passant par U.




2) Construction de l'ordonnée y du point S

y:zcé\/EZZI”-\/g:é‘-\/g

ou o =2r=diametre du cercle cherché.

Il s'agit de construire a la regle et au compas un segment de
longueur §-+/6 . Par exemple par la méthode du theoréme
de la hauteur.




Construction de 5-/6 par le théoréme de la hauteur

- Placer un point N sur la droite AB a distance s =2» de B

- Sur cette droite, reporter de part et d'autre du point N deux
segments de longueur 26 et 36 respectivement. On obtient
deux points Ket L

- Tracer le cercle de Thalés du segment KL

- La perpendiculaire a KL issue de N coupe l'arc supérieur de
ce cercle de Thalés en un point Q

- NQ*=28-38 < NO*=656> <= NO=5-J/6=y

- La parallele a AB passant par Q coupe la droite den S

-
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4 Origami




Lemme preparatoire . Dans un triangle rectangle, le diametre
du cercle inscrit vaut la somme des longueurs des cathetes
diminuée de la longueur de I'hypoténuse.




Démonstration

- I'aire ombrée de la premiere figure vaut
6=r2+2-(%r(a—r)+%r(b—r)j =3 O'=l’(a+b—r)

- en deplacant les triangles on obtient dans la deuxieme
figure une aire ombrée égale a la précédente

- Donc les aires blanches sont égales
r(a+b—r):(a—r)(b—r) & 2r2—2(a+b)r+ab:O
(a+b)i\/a2+b2

2

— r =

5 c h - Substituer a’ +b° par ¢’

& , , - La solution « - » donne
] 2r = (a+b)—c

C.Q.F.D



Il s’agit de demontrer que r = KI

. Soit ABCD un carré de c6té 1
Par similitude des triangles rectangles
XCK et UBX on établit la relation :

x  k 1
1-k l—y()

D

IS

Le théoreme de Pythagore s'applique

* aux triangle UBX : k> +(1-y) =y* (2)
et XCK : XK> =(1-k) +x* (3)

Résoudre le systeme de 2 équations a 2 inconnues (1) et (2) :

[ x _ k (2%
— x:_
-k 1— . 2k
) k Y s - ”’2 k=1 gsubstituer x=—— dans
\ y) =Y y=—

(3)



ok jz__ (1+k2)2

On obtient XK° =(1—-k) +x> =(1-k) +(E = (1+k)2

1+k°

D'ou XK =
1+ k

1+k*> k-k’
= (4)
1+k 1+ k

Puisque K/ =1-XK alors KI=1-

1

En appliqguant le lemme, le diametre 2r

du cercle inscrit dans le triangle
rectangle XCK est égal a :

2 . 2
2”:(1—k)+x—XK:(1—k)+ 2k _1+k _2k 2k

1+k 1+k 14k

_k—k? (5)

=
= 1+k

Les formules (4) et (5) étant identiques, il en découle que » = KI.



Les trois cercles

Le plus célébre des sangaku, Japon tablette de 1874

L'énigme consiste a établir un lien entre les rayons de ces trois cercles



La résolution de ce sangaku repose sur le résultat suivant :

« Soit deux cercles C et C'de rayons ret r' tangents entre eux.
La distance entre les points de contact d'une tangente
commune avec ces cercles est égale a 2Vr-r' »

2
y2+(r—r') =(r+r'
VA =2r-r'+r%/=r’+2r-r'+r”° <
y:=4r-r'e yF2Jr-r'

Appliquer la relation établie aux cercles C'et C") C et Cet(C'

2Nr r" =2\r-r"+ 24r-r'

Diviser chaque membre par 2vr-r"r"

Il vient

11
NERN RN

L,

Cercle C Cercle C'



La construction é_xclusivement g},é.ométrique de ce sangaku
n'est pas sans rappeler les 10 problemes d’Apollonius de
Perge (262 - 190 av. J.-C) géométre et astronome grec

'}
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Construction d'un cercle astreint aux trois conditions :
tangent a une droite d, passant par deux points A et B
PPD, troisieme probleme d'Apollonius



Le Traité des contacts, ouvrage perdu d'Apollonius, se proposait
de déterminer des cercles astreints a trois conditions prises
parmi celles qui consistent a passer par un point donné, ou a
étre tangent a une droite ou un cercle donné, ce qui correspond
a dix problemes désignés par les symboles PPP, DDD, PPD,
PPC, PDD, PCC, PDC, DDC, DCC et CCC en représentant un
point par P, une droite par D et un cercle par C

Dans I'Apollonius Gallus, Francois Viete (1540 — 1603)
va résoudre les dix problemes de contact







Empilements de cercles

Sangaku Les trois cercles © R. W. Brooks « circle packings »

- Ces compositions semblent avoir été étudiées a la méme époque

- La figure de droite est extraite des travaux d'empilement de cercles
ou circle packings du mathématicien Robert W. Brooks
(Washington 1952 — Montréal 2002)

- En 2005, dans un article en hommage a Robert Brooks, le
professeur Peter Buser donne une nouvelle preuve de ce théoreme






- Disposer d'un support peédagogique stimulant pour explorer de
belles mathématiques

- Entrer dans une autre géométrie du triangle dans laquelle un
triangle est avant tout un polygone plein, avec pour objets
fondamentaux son aire, son périmetre et son cercle inscrit

- Utiliser des transformations geomeétriqgues : homothéties,
Inversion pour construire

- Le livre « Sangaku. Le mystere des enigmes geometriques
japonaises » de Gery Huvent (HUVENT G., 2008) qui m’a
permis de découvrir les sangaku est une source d’applications
géometriques que je vous recommande vivement
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