Lamination et antilamination
des réseaux euclidiens
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1 Introduction

Une forme quadratique réelle, définie positive, est dite laminée si sa
décomposition en somme de carrés

'rAr = Ay (z14+uaTot - ATy )+ Ag (Totans st Fag,m,) -+ Al

est obtenue par minimisation successive des coefficients Ay, As,..., A,_1.
L’invariant v” (A) = min /A;/A,, qui s’ajoute a la constante historique
Y4 (A) = max/A;/A, introduite par Korkine et Zolotareff, s’obtient en
considérant toutes les laminations possibles. Ces invariants sont introduits
pour majorer la fonction 7/(A) = /~v(A)y(A~1) de Bergé et Martinet et
minorer (encore conjecturalement) la constante d’Hermite y(A).

Cet article introduit les antilaminations, consistant a maximiser succes-
sivement A,, A,_1,..., As, et les invariants correspondants v/}'(A). Nous
étudierons les liens entre ces deux invariants et les utiliserons pour calculer
la valeur de ces constantes pour la famille des réseaux laminés définis par
Conway et Sloane.

Une liste de propriétés (e.g. croissance de v, , et 7,’,) et d’inégalités
sera établie. Nous énoncerons la conjecture 7§ = = V2 et étudierons ses
conséquences (e.g. v3 = 2). Au cours de I’étude, nous pointerons le doigt sur
une étrangeté : la discontinuité des ces invariants des la dimension 3.

De nombreux calculs sur la famille des réseaux de Blichfeldt (infirmant
la conjecture de Korkine et Zolotareff 75, = V2) et celle des réseaux de
racines sont inclus dans cet article.

2 Réduction d’Hermite-Korkine-Zolotareff
et lamination

2.1 Notations et rappels

Soit E un espace euclidien de dimension n. On note x - y le produit
scalaire usuel de z,y appartenant a E, et ||z|| = (x - 2)"/? la norme du
vecteur x. Un réseau A de F est un sous-groupe discret de rang n de F.
La norme du réseau A est ||A|| = infyea\qoy || 7], et Uensemble des vecteurs
minimaux est S(A) = {x € A | ||z = ||A]| } . Au couple (A, B) formé d’un
réseau A et d'une base B = (e, ..., e,) de A, on associe la forme quadratique
sur R™ qui, & € R", associe Q(z) = [|z1e1 + -+ + Tnen||? = fxAz, on A
est la matrice de Gram de la base (62‘)1@'@- On a ainsi une bijection entre



classes d’isométrie de réseaux de E et classes modulo GL,(Z) des formes
quadratiques définies positives sur R"™.

Soit A un réseau de E, soit (eq,...,e,) une base du réseau A. Le dis-
criminant du réseau A est la valeur absolue du déterminant d’une base de
A. Le carré du discriminant est appelé le déterminant de A, noté det(A) ou

encore det(ey, ..., e,). L’invariant d’Hermite y du réseau A est défini comme
suit [2, 5, 11]
JA[?
= = A)) .

Commencons par rappeler le procédé de réduction d’Hermite (en abrégé
HKZ) des formes quadratiques définies positives (respectivement des réseaux
euclidiens). Ce procédé a été introduit par Ch. Hermite [7] en 1850 et précisé
par A. Korkine et G. Zolotareff en 1873 [9]. (Voir également [3, 10, 11, 12]).
Il généralise la notion de réduction des formes quadratiques en dimension
deux, définie par C.F. Gauss [6].

Soit A un réseau de E. Choisissons un vecteur minimal e; = egl) de A.
Projetons orthogonalement le réseau A = AM) sur le sous-espace Fy = Ref.
Le projeté, qu'on notera A, est alors un réseau de Fy. On répete le procédé
avec le réseau A?) et le sous-espace Fy = IRE%Q)L avec e§2) un vecteur minimal
de A®. On obtient ainsi une suite de réseaux relatifs AW, A® .. A de
rang n,n —1,...,1 et une suite de vecteurs egl) e A®. On releve ensuite les

egl), e ,e%") en une base (ey,...,e,) de A de sorte que pour i < 7, on ait

el -] < Hllef” |12

Dans le langage des formes quadratiques, soit Q(x) = 'z Az la forme
quadratique associée au réseau A. Quitte a remplacer () par une forme
équivalente ()1, on suppose que (1,0,...,0) est un vecteur minimal de Q.
Cela présuppose de choisir un vecteur minimal de () comme premier vecteur
de base. La projection utilisée dans le cas des réseaux se traduit ici par un

début de réduction de Gauss-Lagrange (décomposition en carrés)
Q1<$1, Ce ,ZEn) = Al(,Tl + 129 4+ -+ alnxn)Q =+ Qll(.ilfg, Ce ,an)

dans laquelle la forme @)} correspond au projeté du réseau associé a (). En
continuant le procédé avec la forme @)}, on obtient au bout de n — 1 étapes
une décomposition en carrés d’une forme équivalente a ()

Q ~ Ay(z1+onaTat- A Q1T )24 Ag(Tg+ ogs+ - A gty )24+ - -+ Apa?.

Les coefficients «;; doivent encore étre réduits de fagon a étre dans l'inter-
valle [—1, 1]. Ceci se fait de droite & gauche par une matrice de changement
de base triangulaire supérieure avec des 1’s sur la diagonale.

Les coefficients externes Ay, ..., A, correspondent au carré des normes
minimales des projetés successifs du réseau associé a la forme ). Les coeffi-

cients oy; sont appelés les coefficients internes.



Remarques.
i) Vuqu’a chaque étape, il n’y a qu'un nombre fini de vecteurs minimaux,
il n’existe qu’un nombre fini de réductions d’Hermite d’un réseau.
ii) On appelera réduction HKZ faible une réduction d’Hermite sans condi-
tions sur les coefficients internes.

2.2 Lamination

Nous allons définir une notion de réduction des formes quadratiques qui
reprend les principes des réseaux fortement laminés comme dans le livre de
J.H. Conway et N.J.A. Sloane [5].

Définition. Soit A un réseau de F, on appelle lamination de A le procédé
récursif de réduction de la forme quadratique associée suivant :

On choisit comme premier vecteur de base de A un vecteur minimal,
c’est-a-dire un vecteur engendrant la section unidimensionnelle, notée Aq,
de déterminant le plus petit parmi toutes les sections de dimension 1. On ob-
tient une base de A, en adjoignant a la i-eme étape un vecteur e; qui fournit
avec (eq,...,e;_1) une base de la section A; de rang i et de déterminant mini-
mal parmi toutes les sections de dimension i contenant A; 1 = (e1,...,€;_1).

Proposition 1. La lamination n’est autre qu’'une réduction HKZ faible.

Preuve. Les deux procédés coincident a la premiere étape. Supposons
qu’ils coincident jusqu’a l'étape @ — 1. Soit A;_; la section obtenue a cette
étape. Pour déterminer une section A; = (eq,...,¢;) de déterminant mini-
mal contenant A; 1, il suffit de projeter orthogonalement le réseau A sur le
sous-espace F = (RA;_1)*. On obtient alors le réseau A® de la réduction
d’Hermite. On finit en choisissant un vecteur e; dont la projection sur F
réalise un minimum de A®. Par orthogonalité, on a

det(el, s ,el-) = det(el, ce ,61',1) . HPF(ez)HZ

ou Pr(e;) est la projection du vecteur e; sur le sous-espace F. Ainsi, mi-
nimiser le déterminant par rapport a e; revient a prendre e; tel que son
projeté appartienne a S(A®). d

2.3 Fonction +”

Au méme titre que la fonction v de Ch. Hermite [11], on définit deux
invariants par isométries des réseaux. Reprenons les idées de A. Korkine et
G. Zolotareff 9], et les notations introduites par A.-M. Bergé et J. Martinet
3]

Définition. Soit A un réseau de F de rang n, soit A une matrice de Gram
de A HKZ-réduite. Considérons alors la décomposition en somme de carrés
de la forme quadratique associée

'rAx = Ay (21+anaot- - oy )+ Ag (Do tags st - Aoz, ) e AR
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On définit les deux constantes 7" :

Ay ) Ay
(A = i (A = -
Y1 (A) max /7 77 (A) nin /5

ol max et min portent sur I’ensemble des réductions HKZ du réseau A.

Nous montrerons plus bas que les constantes v/ (A) sont bornées. Ainsi,
par analogie avec la constante d’Hermite, on définit les constantes v, , et
¥, comme étant les bornes supérieures des constantes ¥/ (A) et 7" (A)
parmi tous les réseaux A de E.

T+ = SUP(Y(A)) o~ = sup(7Z(A)) -

Remarque. Il suffit de prendre une réduction faible de la matrice A, car
on ne s’'intéresse qu’aux coefficients externes.

Lemme 1.

i) Soit (eq,...,e,) une base HKZ réalisant la valeur de +/(A) (respec-
tivement v” (A)), alors la projection des vecteurs ejyq, ..., e, sur l'or-
thogonal de (eq,...,e;) est une base HKZ du réseau A*+Y réalisant
la valeur de 7 (A®*1)) (respectivement celle de v” (A+D)).

ii) Il est également vrai que (eq, ..., ex) est une base HKZ du réseau Ay,
car les projetés de Ay sont des sections des projetés de A. Mais cette
réduction d’'Hermite ne réalise pas forcément les valeurs de +/ (A®).

Il a été démontré par Ch.Hermite que v, < (3)™1/2; il en est de méme
pour la fonction ~”.

Proposition 2. Les fonctions 7/ . sont bornées par (3)" /2,

Preuve. On montre par récurrence que, quel que soit le réseau A de F,
Y (A) < (3)""D/2 Regardons le cas n = 2.
Soit A un réseau de R?; on a A; Ay = det(A); ainsi

A (A (A
AQ Al : AQ det(A)

=7*(A) .

Comme (A) < (3)%, on a L(A) < (3)"/%. Pour n > 3, on conclut par

récurrence via
A A (A2 An_1>

A, A \Ay T A,
Dome 7 (A) < (75,)" 70 = ()" 7072 O

2.4 Exemples

La famille des réseaux de Blichfeldt (1935). La famille des réseaux
de H.F. Blichfeldt [4] joue un role important dans 1’étude de la fonction ~”.
A. Korkine et G. Zolotareff ont calculé les valeurs de la fonction v, , pour
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n < 4. Il semble vraisemblable qu’ils aient cherché a prouver que vy , = V2.
La famille des réseaux de H.F. Blichfeldt infirme ce résultat. Elle est en fait
un chemin de 'algorithme de Voronoi reliant les formes parfaites Dy et As.
La forme quadratique associée aux réseaux de Blichfeldt est

2 2
1 3 1
2 ZL‘1—§(1’2+ZE3+I’4+[E5) +§ $2—§($3+J}4—ZL‘5) +

2 2

g (xg - %m — ;11’5) +(1+7) (x4 - %%) + (1 — ir)xg
avec 0 < r < 2.
Pour des valeurs de 0 < r < %, on obtient des constantes 7" et +// différentes.
Pour les autres valeurs du parametre r, les deux fonctions sont confondues.
Remarquons que 7" est toujours inférieure & /2. Par contre pour des valeurs
du parametre r comprises entre 0 et (3—+/2)/2, la fonction 7/ est strictement
supérieure & /2 (cf. fig. 1). En particulier, le cas r = 71 est intéressant. C’est a
I'heure actuelle, le record pour la fonction 7/ en dimension 5. En choisissant
les bonnes réductions d’Hermite, on obtient

2 -1 -1 -1 -1
-1 2 0 0 1 D)
Ai=|1 -1 0 2 0 0 | quifournitla valeur 7 =/ —
-1 0 o0 ¢ -1 15
7 8
-1 1 0 —5 2
2 -1 -1 §{ -1
-1 2 1 -1 1 19
A= -1 1 2 0 1 qui fournit la valeur 7" = 10
-1 0 2 1
-1 1 1 0 2
2.297
2
8
5
0 1

Fig. 1 : De haut en bas 7%, (v1)?, et (7).

Chemin de Voronoi entre D5 et Ds. 1l y a, a équivalence pres, deux
chemins de Voronoi différents reliant la forme parfaite D5 a une forme



équivalente [11]. Nous ne considérerons, ici, que le chemin paramétré comme
suit

2 1 1 1+r 1-—7r
1 2 1 14+7r 1-—7r
A(r) = 1 1 2 14+r 1—7r

1+r 14+7r 147r 242r —r
l1—r 1—7r 1—7r —r 2

on0<r é 1. Les matrices de Gram A(r) et A(1 —r) sont équivalentes, par
A(r) ='SA(1 —r)S, avec
-1 -1 0 -1 0
-1 0 -1 -1 0
S = 0 -1 -1 -1 0
1 1 1 2 0
1 1 1 1 1

A T'exception de r = O,% et 1 ou~f = V2, la fonction 7Y est strictement

supérieure & v/2, (cf. Fig 2) avec un maximum de /45/22 atteint aux points

T:%etrzé,surlabase

O N = =N
W DN == DN =
— W N ==
N O W DN
N DN —wn O

La fonction 7" est, & 'exception des deux extrémités, inférieure & v/2, avec

un minimum sur le réseau eutactique obtenu avec le parametre r = %

2.297

[Siifes)

0 1

1
2

Fig. 2 : De haut en bas 2, (v/)?, et (7).

Remarque. Ces deux chemins de Voronoi sont les seuls en dimension 5
pour lesquels la fonction 7/ prend des valeurs supérieures a V2.



3 Antilamination

3.1 Notations et rappels

Soit A un réseau de E, (ey,...,e,) une base de A et A la matrice de
Gram associée, on notera A* son dual et (ef,...,e) la base duale dont
la matrice de Gram est donnée par A~'. On désignera par A, la matrice
de Gram du réseau A ou l'on prend les coordonnées dans 'ordre inverse.
Matriciellement, cela s’obtient par A = *sAs, avec

O 1
1 0)
Commencons par deux lemmes [11].

Lemme 2. Soient A un réseau de E et F' un sous-espace de E. Pour que
AN F soit un réseau de F, il faut et il suffit que A* N F* soit un réseau de
Ft.

En outre si ces conditions sont vérifiées, le dual de A N F' est la projection
sur F' du dual de A, c’est-a-dire

(AN E)" = pr(A).

Lemme 3. Soit » < n un entier, soit (eg,...,e,) une base du réseau A de
I’espace vectoriel £, notons F' le sous-espace de E engendré par (eq, ..., e,).
On a 'égalité

det(A N F) = det(A) - det(A* N F+).

3.2 Antilamination

On définit un procédé de réduction des formes quadratiques, qui reprend
les idées de la lamination. Soit A un réseau de E, soit A une matrice de Gram
du réseau A.

Définition. On appelle antilamination de A (en abrégé Ay,;) le procédé
récursif de réduction de la forme quadratique suivant :
On prend comme dernier vecteur de base e, un vecteur tel que le sous-
réseatt A(,—1) = (€1,...,en—1) engendré par les n — 1 premiers vecteurs de
base de A, soit de déterminant det(eq, ..., e, 1) minimal. On applique alors
le méme procédé au sous réseau A(,_1), et ainsi de suite, pour obtenir une
antilamination de A.

Par le lemme 3, il convient de prendre comme dernier vecteur de base du
réseau A un vecteur minimal du dual A*. En effet, afin que det(ey,...,e,_1)
soit minimal, il faut et il suffit que e} soit un vecteur minimal de A*, car

det(ey, ..., e,—1) = det(eq,...,e,) - det(e)) .

Ainsi, on observe qu’opérer une antilamination d’un réseau A revient a
faire une lamination de son dual. Plus précisément,
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Proposition 3. La base (e,...,e,) du réseau A est antilaminée si et
seulement si la base (e, ..., e}) du dual A* est laminée. En d’autres termes,

Agnti = ((F)HKZ)*I-

Preuve. On procede par double implication.
= Notons (eq, ..., e,) une base antilaminée de A, A sa matrice de Gram,

*

et (ef,...,e") sa base duale. Soit F' = L(eq,...,e,_1) le sous-espace
de codimension 1. Comme A est antilaminée, par le lemme 3, e’ est un
vecteur minimal de A=1. Soit 3 = (ey,...,e,_1) C F une base de A,,_1,
la base duale de 3 dans F est donnée par 3* = (pp(e}),...,pr(el_,)),
par le lemme 2. Comme F' est orthogonal a e, cela revient a proje-
ter orthogonalement A* par rapport a €. Comme A est antilaminée,
pr(ef_;) est un minimum du réseau pp(A*). Ceci correspond a la se-
conde étape de la réduction d’Hermite de A—'. En itérant le procédé,

on obtient une réduction d’'Hermite (faible) de A-L.

< Soit (eq, ..., e,) une base de A telle que A~ = Gram(e], ..., e%) soit
réduite au sens d’Hermite faible. Alors e est un vecteur minimal du
dual de A. Ceci correspond a la premiere étape de 'antilamination de
A. Comme la base duale de (eq,...,e,) dans F' = L(ey,...,e,_1) est
la projection orthogonale de A* sur F' par rapport a e}, on obtient que
pr(el_;) est un vecteur minimal du projeté pg(A*) (car Gram(A*) est
réduite au sens HKZ). Ainsi, par récurrence sur le rang n du réseau,
on vérifie que la base (ey, ..., e,) est antilaminée. O

3.3 Fonction +"”

Définition. Soit A un réseau de F, soit A une matrice de Gram antila-
minée. Considérons alors la décomposition en somme de carrés de la forme
quadratique associée

twAr = By(x1+Biamat -+ Bin®y )2+ Bo(xa+Baszw3t - A Pon®y )2+ - -+ Bz
Pour le réseau A, on définit les constantes :

YV (A) = max b 7" (A) = min b :

anti(A) n anti(A) n

ol max et min portent sur toutes les antilaminations du réseau A.

A Tinstar de 7/ (A), les fonctions {'(A) sont bornées. Par définition, les

" " "

constantes ,', et 7, sont les bornes supérieures des fonctions 7/ (A) et

" (A) prises sur tous les réseaux A de E.

T = Slip(ﬂ’(/\)) V' = s%p(vﬁ’(/\)) :
Lemme 4.
Y1) = max VB A et 7(8) = min /B 4]



Preuve. Par le lemme 3, nous avons
det(eq,..., e, 1) = det(er, ..., e,) - |leX]?
D’autre part, nous avons

det(eq,...,e,) =det(ey,..., e, 1) By

D’ou B, = ||A*||72. O
Lemme 5.

i) Soit (ei,...,e,) une base antilaminée réalisant la valeur de ~/'(A)
(respectivement 7" (A)). Alors, (eq,...,ex) est une base antilaminée
de la section Ay, réalisant la valeur de la constante 7//(Ax) (ou celle de
7Y (Ak))-

ii) La projection sur 'orthogonal de (ey,...,e;) des vecteurs e;, j >

k + 1, fournit une base antilaminée du réseau A*+1). Remarquons

cependant que cette antilamination ne conduit pas nécessairement aux
valeurs 7/,  (A%+D).

Preuve. Il suffit de prouver ii). Regardons la premiere étape de I'antilami-

(k+1) (k-+1)

nation du réseau A, On vérifie que <ek+1 N > est une section

de rang n — k — 1 de déterminant minimal. En effet par orthogonalité de la
projection, on a

det(ey,...,e,_1) = det(eq, ... ex) - det(egiﬁl), e efzkjll))

On conclut par minimalité de det(eq, ..., e,_1). O

3.4 Relation entre 7" et ~"”

Proposition 4. Soit A un réseau de F, soit A* son dual. On a I’équivalence
%Zfi(A) = %,i(/\*)-

Preuve. Nous avons vu que toute matrice de Gram antilaminée A du
réseau A est telle que la matrice A1 est une matrice de Gram réduite
au sens d’Hermite de A*, et vice-versa. Notons encore (ey,...,e,) la base
antilaminée associée a la matrice de Gram A et (e, ..., e}) celle attachée a
la matrice A=,

Les décompositions de Gauss-Lagrange respectives sont

trAx = By(xq + PBrawy + -+ + ﬁlnétn)z 4+ -4 Bnasi ,

ATy = Ai(y1 4 araye + o annyn)® o+ Ayl

Montrons alors que

[Bl,BQ,...,Bn] - [—



Ce qui entraine en particulier que ZL = 4L prouvant la proposition.
BTL A?’L ’

Par le lemme 3,

det(es,...,e,) =det(er,...,e,) - det(er, ..., e5 ;)

entrainant
Byi1---Bp Ao Ay, =1
pour tout r avec 1 <r < n— 1. [l
Conséquence.
4
Ml < ()

3.5 Constantes 7’ et 7" des réseaux Eg, F; et Ejg

Appliquons les résultats précédents aux réseaux fortement laminés de
dimension inférieure a 8 [5], qui sont

V2Z, Ay, A3, Dy, Ds, Eg, E; et Es.

Comme ces réseaux sont extrémes, on obtient une lamination du réseau FEj,
en considérant la base provenant directement de cette famille. Les coeffi-
cients externes de la lamination de Eg

3 4 3 2 1]
) 27 37 Y Y 47 37 2
sont obtenus par comparaison des déterminants de ces réseaux, a savoir

2,3,4,4,4,3,2,1. Comme Fg est unimodulaire et que les coefficients ex-
ternes satisfont la symétrie A; = cette lamination est également une

2

1
Ag_;’
antilamination de Eg. Vu que le groupe des automorphismes de chacun de
ces réseaux agit transitivement sur I’ensemble des vecteurs minimaux de son
dual, chacun possede une unique section de codimension 1 de déterminant
minimal. Il n’existe donc, a isométrie pres, qu'une lamination ou antilami-
nation de FEj.

8
Vi(E) = 7E (Es) = \/; (B = (B =3

Un calcul similaire peut étre fait pour le réseau de Leech Ayy. Mais celui-ci
ne fournit que la valeur des fonctions

’YZ(A24) = ’YT(AM) =4= ’V(A24) = ’7/(/\24)-

La valeur de 7/ est inconnue et pourrait dépasser 4.

4 Quelques propriétés
Propriété 1. Pour 1 <k <n,ona

1 1! /! /! ! /!
Tt S Vet Vnkti+ 0 € Mo S Vet Vneki1— -
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Preuve. On montre que quel que soit le réseau A de l'espace euclidien
E, vE(A) < 9 - mpie- En effet, soit (er,... e, ..., e,) une base du
réseau réalisant la valeur de +//(A) (respectivement 4”(A)). Notons Ay le
sous-réseau engendré par (e1,. .., ex) et A®) le k-itme projeté de A. D’apres
le lemme 1, (eq,...,e;) est une lamination de Ay et (e,(f), . e,(lk)) une la-
mination de A réalisant la valeur de v} (A®)) (resp. 7" (A®)). Alors,

A A [JAB )
YIA = et < <YL AR) YEAY) <914 - :
5T A S ARG S fot InkrLE

O

Conséquence. En appliquant la propriété précédente a n = 2k — 1, on
obtient

’}élkfli < (712/,+)2 .

Rappel. L’invariant d’Hermite dual ' d’un réseau A de E et la constante
d’Hermite duale, introduits par A.-M. Bergé et J. Martinet [3, 11], sont
définis par

VO = NATIATE, o = sup(y'(A)) -

Propriété 2. Pour tout n > 1, on a l'inégalité

et donc
Yo < Vot -

Preuve. On fait appel a 'antilamination du réseau A. Nous avons vu que

YI(A) = /By||A*]]. Alors,
Y (A) = VBN = A AT =2(A) -
Pour 4", on conclut par 7/(A) = 7/(A*). O
Propriété 3. Pour tout nombre entier n supérieur a 2, on a

7 ’}/;"L’L
fYn,i 2 n—1 *
Tn—1

Preuve. C’est une conséquence de la propriété 2 et de I'inégalité analogue
pour v (cf. [3]; 2.6(i) avec k = 1). O

Propriété 4. pour tout entier n > 1, nous avons
n/2 m 1
YT S Vo Ynt

Preuve. Itérer sur le rang n du réseau A I'inégalité de la propriété 3. [
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Propriété 5. La fonction 7, , est croissante en n. En d’autres termes,

" "
N, Vasrs 2 Tng -

Preuve. Soit A un réseau de R". Construisons un réseau A de R™! tel
que 71([&) > 74 (A). Notons (eq,...,e,) la base orthonormée de R" et
(e1,...,ens1) celle de R, Quitte & user d’une homothétie, supposons que
le réseau A soit de minimum 1. Considérons alors le réseau A somme directe
orthogonale du réseau A et de Ze, 1. Alors %ﬁ(]&) > 7/(A). En effet, e,11
est un vecteur minimal de A, au méme titre que ceux de A. On peut donc
choisir e, 11 comme premier vecteur de base lors de la réduction d’Hermite
de A. En projetant sur le plan orthogonal & e,1, on obtient le réseau A.
En continuant le procédé de réduction par les choix des minimaux de A qui
menent a 77 (A), on a

iy < lensall A
/1 _ _ !

ot A désigne le n-ieme projeté du réseau A. O

Propriété 5bis. La fonction v/ _ est croissante en n. C’est-a-dire
" "
vn? IYn—i—l,— 2 ’Yn,— :

Preuve. La preuve de la propriété 5 ne s’applique pas sans modification.
En effet, pour le réseau A, on a " (A) = min(1,~” (A)). On construit alors
une suite de réseaux j/~X de R*"! indexée par j € N, telle que la suite v (j/~X)
converge vers v” (A). En reprenant les notations précédentes, considérons la
famille ;A = (1 — %)Zenﬂ @ A. Ce qui force a prendre (1 — %)enﬂ comme
premier vecteur de la lamination. On obtient,

~ 1-1 1
" . A) = J _ — A A
Y= (] ) \/A_n 7= oo \/A_n '7—( )
ou A,, est le dernier coefficient externe de la réduction HKZ de A. O

Remarques
i) Pour des réseaux dont la constante 7/ est supérieure ou égale a 1,
cette construction n’augmente pas la valeur de 7. Seuls ceux dont ~//
est inférieure a 1, passent a la valeur 1.
ii) Il est bon de rappeler qu’a 'heure actuelle, on ne sait pas si la fonc-
tion d’Hermite 7y est croissante. Seuls des résultats asymptotiques sont
disponibles.

Propriété 6.
2 ()t

Preuve. Combiner les propriétés 4 et 5bis. ([l

12



Propriété 7. Pour n un naturel pair, on a

n—2

4 8
Vot S (g) Yn -
4 252t g
Vot S (g) Yn -

Preuve. Soit ;A une famille de réseaux de £ dont la suite de constantes
7 (;A) tendent vers la valeur v, , . Alors, a la limite, le coefficient externe A,
est supérieur ou égal aux autres coefficients externes. Sinon, cela contredirait
la croissance de la fonction 7”. Rappelons encore que lors d’une réduction
d’Hermite, les relevés des projetés satisfont

k—1 4 k
el < et

Soit (eq,...,e,) une base réduite au sens d’Hermite. Par les deux remarques
Y 9
précédentes, on peut écrire, pour n pair

Pour n impair, on a

nn 1
1 2 n n n 4 5(5_1)1
det(A) = fles” || - fles” Il [lef™ | < flei™ ™2 - lef "2 - (5
d’ou
3\ F )
1 1
01 > (§) 7 - derta?
Ainsi
2 2 n=2
v ||el I AR 1Al (z_l)
nt+ = 1 n)y 1 ’
eS| flefV[]- el det(A)/m A3
Pour n impair, on procede de méme en écrivant
1 n 1 2 n+1 2 n+1 2 n
det(A) = [lef]| -+~ e 5211 - el 2 12 - [lel VRPN el

Propriété 8. On a l'inégalité asymptotique
Vg:l: g n%Jr%lnn )
Preuve. En traduisant dans nos notations la proposition 4.2 de [10], on

obtient : soit (eq, ..., e,) une base réduite au sens d’Hermite du réseau A de
E. Notons Aq, ..., A, les coefficients externes associés. Alors

||A||2 —(i+1In4) v 1 <i<n

Ce qui montre que

2
A AP
IA]

pltinn pour tout réseau A de rang n.

YL (A) =

13



Remarque. Contrairement a la constante + pour laquelle on connait une
inégalité asymptotique linéaire en n, on doit ici se satisfaire d’une inégalité
exponentielle. Cela découle du fait que nous ne sommes pas encore capables
de prouver que 7, . < v,, bien que nous soyions intimement convaincus. Re-
marquons cependant qu’il existe des réseaux A pour lesquels les constantes
YL (A) sont supérieures a la constante v(A).

5 Discontinuité

Il est bien connu que les fonctions 7 et 4’ sont continues. Ceci permet
par un argument de compacité, de montrer que les bornes sont atteintes. Ce
phénomene ne se produit pas pour les fonctions 77 et 7. En effet des la
dimension 3, on verra que ces fonctions sont discontinues. Une étude locale
est donc sans objet.

5.1 Cas des dimensions un et deux

Proposition 5. Pour n = 1, 2 les fonctions /| (respectivement ~7') sont

continues et coincident avec les fonctions v et 7.

Preuve. Le cas n = 1 est trivial. En dimension 2, on observe que pour
tout réseau A, on a

A A A

7 A — " A — — — — A — / A
’7:|:( ) ,Y:I:( ) Ag \/m det(A) ’Y( ) Y ( )
qui sont continues. 0

4
3

"

Corollaire. Les valeurs de v, et 74’ sont atteintes sur le réseau

hexagonal As,.

5.2 Dimensions trois et plus

Reprenons la famille de réseaux de la propriété 5bis. La famille de réseaux
j]\ converge vers le réseau Z @ A lorsque j tend vers I'infini. On a vu que
la fonction +Z(;A) converge vers 77 (A). Par contre on montre aisément
que ¥ (Z & A) = 1, qui est en général différent de 7" (A). Ceci prouve la
discontinuité de la fonction 7.
Regardons plus en détail, le cas de la famille A(e) = As® (V2 +¢)Z, —2 < &,
de forme quadratique 2(z1 + 3x2)% + 223 + (2+€)z3. On observe que pour &
négatif, le minimum du réseau est (2+ ¢), tandis que pour ¢ positif, il est 2.
Ainsi suivant la valeur du parametre €, on est obligé de choisir le minimum
dans la composante orthogonale de (/2 + ¢)Z ou de As. On obtient

442 2
Yi(Ae)) =4/ —g c pour e <0 et A (Ae)) = 5 . powre > 0.
£
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Pour € = 0, nous avons 7" (A(0)) = 1 et 7} (A(0)) = \/g. On observe un
saut au point € = 0, comme l’illustre la figure 3.

W

wiN

-1 0 1

Fig 3 : Discontinuité pour la famille A(e).

Remarque. Notons que pour € négatif, les fonctions v/ sont supérieures
a la fonction d’Hermite v, et que les roles s’inversent pour e positif. Enfin
pour € €] — 2, —%] et pour ¢ positif, les fonctions 7/ et 7' sont confondues.
Par contre pour ¢ €] — %, 0[, v/ vaut 1 et est donc inférieure aux fonctions
Vi

Les discontinuités des fonctions 7/, se produisent au moment précis ol
le "kissing number” de la famille de réseaux A(e) admet son maximum.
Ce phénomene se reproduit, évidemment, pour des dimensions supérieures.
Mais il faut noter que cette discontinuité peut ne prendre source qu’a partir
d’un des projetés de ce réseau, comme dans I’exemple suivant. Plongeons le
réseau A(0) dans R*, et notons ey, 5, e3 'image de la base de A(0), et e4 un
vecteur normé orthogonal a A(0). Considérons le réseau

Z(ey + aneq) + Z(eg + agey) + Z(es + aseq) + Zey .

ol aq, (g, a3 sont réels. En prenant «y et aiz non nuls, on obtient un réseau
indécomposable dont 1’ensemble des vecteurs minimaux est restreint a +ey.
En projectant sur le plan perpendiculaire a e4, on retombe sur le réseau
A(0). Ainsi, la discontinuité se produit au moment ou le ”kissing number”
du second projeté atteint son maximum.

Certes, ces différents exemples proviennent de réseaux décomposables
ou tout a été fait pour produire cette discontinuité. Il est donc utile de
savoir que dans des situations rigides comme un chemin de Voronoi entre
deux formes parfaites, des discontinuités apparaissent comme le montrent
les exemples ci-apres.

Les chemins de Voronoi entre les formes D, et A, pour n > 6.
Considérons la paramétrisation de 1'unique chemin de Voronoi entre les
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formes parfaites D,, et A,, pour n > 6, donnée par

21 0 0O - -0
12 1 1 . 1
01 2 1 1
A(ry=1 01 1
2 1 1
Do 1 2 r
o1 -+ -+ 1 r 92

avec r compris entre 0 et 1. Cette matrice est une lamination de la famille

pour r > 28;_41) réalisant la valeur de +/(A(r)). On peut montrer que la
fonction 7/ admet un maximum de 4(3—21) au point r = 2&—__41). Ce résultat

est aussi valable pour la dimension 5. Deés la dimension n > 6, on observe
aussi une discontinuité pour v en r = 2(7’;—’_52), qui est exactement 1’endroit
du maximum en dimension n — 1. Par contre, la fonction +” coincide avec
~" et est donc continue sur le chemin de Voronoi. Comme nous le montre la
figure 4, v (A(r)) est inférieure a v(A(r)). Dans tous les cas, la réduction
d’Hermite peut commencer par les trois premiers vecteurs de la base ci-
dessus. Ce qui montre que la discontinuité de 7} est la conséquence du

choix d’'un vecteur minimal dans le quatrieme projeté du réseau.

2.520

wlot

1
0 1 1

Fig 4 : Discontinuité sur le chemin de Voronol entre Dg et Ag.
De haut en bas, 72, (v//)?, et (v")? = (7/)*

6 Reésultats numériques et conjecture

Les valeurs de la fonction v, | ne sont actuellement connues que pour
les dimensions n inférieures ou égales a 4. Des la dimension 5 nous ne
connaissons pas la valeur de cette fonction. Nous avons par contre quelques
inégalités. Dans cette section, nous rappelons les résultats obtenus par Kor-
kine et Zolotareff et les généralisons pour la fonction v, _. Ces résultats s’ap-
pliquent évidemment aux fonctions 7, en considérant les réseaux duaux.
Le cas de la dimension n = 1 est trivial et sans intérét. Le cas de la dimension
2 a déja été traité dans la section 4. Nous avons établi que

16



Théoréme 1. Pour n = 2, les constantes v, . et v/ prennent la valeur

\/g , atteinte sur le réseau hexagonal As.

6.1 Dimensions 3 et 4

C’est en 1873 que A. Korkine et G. Zolotareff ont montré I'inégalité
difficile 5, = /3 ([9], voir également [12]). Ce calcul se fait facilement &

l'aide de 'inégalité 3.5 de I'article de H.F. Blichfeldt [4]. Ils ont également
établi que cette valeur est atteinte uniquement sur le réseau cubique a faces
centrées Dj et son dual, le réseau cubique centré Dj. Notons que la valeur

V34 = \/g coincide avec la valeur de la constante 4. Cependant elle est

strictement inférieure & celle de v5 = /2.

Théoréeme 2. ( Korkine et Zolotareff [9]) Les coefficients externes
d’une réduction d’Hermite (ou lamination) d’une forme quadratique définie
positive de rang n satisfont

A1 = 2 A pourt=12,...,n—1,
Airo 2 5 A pouri=1,2,...,n— 2.

En reprenant ce résultat et en observant que le groupe des automor-
phismes de D3 agit transitivement sur les vecteurs minimaux,

PN " 1" 3
Théoreme 3. Les constantes 75, et 73, prennent la valeur \/g sur le

réseau Ds et son dual Dj.

On se propose de donner une démonstration indépendante de celle de
Korkine et Zolotareff pour la constante 73 . Celle-ci se base sur la classi-
fication duale des réseaux de dimension 3 due a A.-M. Bergé [1]. Pour un
réseau A, notons S ’ensemble des vecteurs minimaux et s = |S|/2 le demi
Kissing number, S* et s* les analogues pour le dual A* de A.

L’invariant 4" d’une lamination du réseau A de rang 3 ne dépend que
du premier vecteur minimal x € S de départ. Notons-le alors 7" :

y", = y/min A - min(A* N zL)

x étant fixé, c’est une fonction continue sur I’ensemble des réseaux A C R?
admettant © comme vecteur minimal.

Proposition 6. On a I’équivalence
v.=9 < FJyeStelquey L x.

Mieux, il existe au plus un vecteur minimal = € S tel que 4", > 7. Cela se
produit lorsque S* = {+ef} (et donc s* = 1) pour x = +e;, 1 < < 3.
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Preuve. L’équivalence est triviale par 4", = y/min A - min(A* N z+). On
acheve la preuve en passant au crible toutes les classes duales de dimension 3
[1]. O

Ainsi la fonction 7", prend exactement deux valeurs (v et 4" = 4') dans
quatre classes duales correspondant a s* = 1; a savoir (1,1), (2,1), (3,1) et
(4,1). Dans les 11 autres classes (dont trois avec s* = 1), v” et 7/ coincident
avec 7. Ce qui implique que, dans ce cas, 7’ et 4/ sont confondues.

3
5 est

atteinte sur les réseaux Dj et D3, de maniere indépendante des travaux
de A. Korkine et G. Zolotareff. Ceci fournit une démonstration pour la
constante " .

L’étude de 7", dans les quatre classes duales ci-dessus, permet d’obtenir
le théoreme de Korkine et Zolotareff sans étre toutefois significativement
plus simple.

A.-M. Bergé et J. Martinet ont établi que la constante 74 =

Le cas de la dimension 4, se déduit du cas précédent, en utilisant la
propriété 1 avec n =4 et k = 3.

Théoréme 4. Pour la dimension 4, nous avons que v/, = 77, = /2.
Cette valeur est atteinte uniquement sur le réseau Dy et son dual Dj.

Preuve. Le résultat a été démontré par A. Korkine et G. Zolotareff pour
la fonction /. On vérifie aisément que le groupe des automorphismes de
D, agit transitivement sur 1’ensemble des vecteurs minimaux. En effectuant
la premiere projection de la réduction d’Hermite, on tombe sur un réseau
isométrique au dual de As. O

6.2 Dimension 5, une conjecture

Le cas de la dimension 5 n’est actuellement pas résolu. Il est fort pro-
bable que A. Korkine et G. Zolotareff aient tenté de prouver que 75 | = V2.
Comme nous avons vu dans la premiere partie, les contre-exemples de Bli-
chfeldt infirment ce résultat. C’est dans cette famille de réseaux que l'on
trouve, encore aujourd’hui, le réseau de dimension 5 réalisant la valeur re-
cord de la fonction /. En utilisant la propriété 1 avec n = 5 et k = 3, ainsi
que la valeur des constantes 73 ,, on aboutit a I'inégalité 5, < % . A. Kor-
kine et G. Zolotareff ont prouvé que 'inégalité est stricte [9]. Depuis, aucune
amélioration de ce résultat n’a été publiée. Certes une étude approfondie,
s’'inspirant de la méthode de Korkine et Zolotareff en dimension 3, devrait
nous permettre d’obtenir la valeur de la constante 75 , . Malheureusement, la
complexité et la taille du systeme d’inégalités rendent sa résolution illusoire.
D’un autre coté, une étude locale, comme pour les constante v et 7/, n’est
pas envisageable, vu le caractere discontinu de la fonction 7/} . Remarquons
cependant que la valeur de " reste strictement inférieure & /2 pour tous
les contre-exemples a la conjecture de Korkine et Zolotareff . Ce qui nous
conduit a la conjecture :
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Conjecture. La valeur de la constante fyg,_ est /2, valeur atteinte sur les
réseaux parfaits D5 et Hs = A2 ainsi que sur leur duaux.

En utilisant la propriété 1 avec le couple (n, k) = (6,2) (respectivement
(7,3) et (8,4)), et sous 'hypothese que la conjecture soit vraie, on obtient
les inégalités

8
W< \/; w_<VE, <2

Or, comme nous avons vu au paragraphe 2.5, ces valeurs sont atteintes sur
les réseaux Ejg respectivement Ey; et Eg.

Conséquence 1.

8
Wo=y3 W=V =2
atteintes sur les réseaux parfaits Eg et son dual, respectivement F; et son
dual, et Fg.

A.-M. Bergé et J. Martinet ont énoncé une conjecture similaire pour la
constante 7%,

Conjecture (Bergé et Martinet [3]). On a 7, = v/2, et cette valeur
n’est atteinte que sur les réseaux semblables a Dy et Hy et leurs duaux.

Cette derniere conjecture est une conséquence directe de la conjecture
sur 75 _. En effet par la propriété 2, la valeur de la constante 4" est inférieure
a v, . Mieux en utilisant la conséquence 1 , on obtient immédiatement la
valeur des constantes 7/ pour n = 5,6,7 et 8. Remarquons que ces valeurs
étaient déja conjecturées, mais il n’était pas possible de les déduire du cas
de dimension 5.

Conséquence 2. On a

8

valeurs atteintes sur Ds et Hj et leurs duaux, respectivement g et Ef, E
et B7 et Eg.

Revenons a la constante d’Hermite. Les valeurs de cette derniere sont
établies jusqu’a la dimension 8. Ces résultats sont une conséquence des tra-
vaux de Voronoi sur les formes parfaites. En effet, il a été démontré qu’'une
forme extréme est parfaite et eutactique. Voronoi a développé un algorithme
permettant d’énumérer toutes les formes parfaites de dimension fixée. Il est
bon de relever qu’actuellement, nous ne connaissons la liste exhaustive des
formes parfaites que jusqu’a la dimension 7 [8]. Pour le cas de la dimension 8,
la complexité de 1’algorithme dépasse les capacités des ordinateurs actuels.
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Cela dit, le nombre de réseaux parfaits croit exponentiellement avec la di-
mension. En dimension 7, il y a 33 réseaux parfaits, alors que nous connais-
sons déja 10916 réseaux parfaits de rang 8. La liste est tenue a jour sur le
site "http ://www.ufr-mi.u-bordeaux.fr/ martinet/”. Ces résultats peuvent
également s’obtenir a 1’aide de la conjecture précédente. Supposons connue
la valeur de la fonction v, = v/2. Par la propriété 3, on obtient récursivement
en utilisant les valeurs de la fonction +” | les constantes ~s, =g, 77 et aussi

n,—)
V8-

Conséquence 3. On a

2
V5= V23, 76:%7 Vr=V2, =2.

Les conséquences de la conjecture laissent penser que la démonstration
sera ardue. A cause de la discontinuité de 7" les méthodes utilisées pour
les constantes 7 et 7' ne peuvent pas s’appliquer. Une caractérisation, ou
au moins une étude, des points de discontinuité serait profitable, dans I’es-
poir de mener une analyse locale. Mais comme nous 1’avons vu plus haut,
il ne suffit pas de connaitre la géométrie du réseau pour caractériser les
discontinuités, il faut connaitre celle de tous ses projetés.

6.3 Les réseaux de racines

Dans cette partie, nous allons étudier les fonctions v/} et 7/ pour les

réseaux de racines. Dans un premier temps, nous ne nous consacrerons
qu’aux réseaux indécomposables. Le cas des réseaux Eg, F; et Eg a déja
été traité au paragraphe 2.5. Reste le cas des familles infinies que sont les
réseaux A, pour n > 2, et D,,, pour n > 4. La démonstration des théorémes
suivants sera faite dans 'appendice.

Théoreme 5. Pour tout entier n > 2, il n’existe, a isométrie pres, qu'une
lamination (respectivement antilamination) des réseaux de racines A,. Pour
cette famille, lamination et antilamination coincident. La décomposition en
somme de carrés de la réduction d’Hermite donne

1 1 3 1 1
+k+1< . 1 P vy +n—|—1 )
—:L' x P xn DY :L‘ .

EOVRET M k+1 n "

Les constantes v/ et 77 du réseau A,, sont

2n

1 A — " A — .
71( n) ’Yj:( n) 1l

Note. A isométrie pres signifie a isométrie pres de chacune des projections
(respectivement chacune des sections).
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Théoreme 6. Pour tout entier n > 4, il existe, a isométrie pres, deux
laminations des réseaux D,, (sauf pour le réseau Dy qui n’en admet qu’'une
seule) et une antilamination. Les deux laminations coincident avec 1'antila-
mination dont voici la décomposition en somme de carrés

2 +1 n +1 1 1 )2+3< +2 +1 1 1 o
T1+=To+x3+=Ty—=Ts—...— =X —(Tot-x3+-24—=T5—...— =T
1 9 2 3 2 4 2 5 2 n 2 2 3 3 3 4 3 5 3 n
4 1 1 I =
+§(x3 + g%4 = 55 = §mn) + ;_5 x;.

On obtient la seconde lamination du réseau en échangeant le troisieme et le
quatrieme vecteur de base. Sa décomposition de Gauss-Lagrange est

2 —I—l +1 . 1 1 )2+3( —I—l +2 1 1 )2—1-
T 2112 21’3 Tq 21‘5 Ql‘n 5 To 3$3 31‘4 31’5 3[L‘n
4 1 1 1, 1 1 o &
+3(a:3+ 54 = g0 = 4xn) + (g — 5 = T 5xn) —i—gxi.

Les constantes v/ et v} des réseaux de racines D,, sont donc

YL(D,) = (D) = V2.

Corollaire Lorsqu’on fait tendre ’entier n vers l'infini, on a

Yi(An) — V2= VLD, .

Considérons un réseau de racines décomposable A. Soit A = @le A; sa
décomposition en réseaux de racines irréductibles. Vu la décroissance des
coefficients externes d’une lamination (ou antilamination) d’un réseau de
racine irréductible, on déduit facilement des résultats ci-dessus la valeur des

constantes 7/ et v} du réseau A, via

Y2(A) =~Z(A) = min 77 (A;) = min y7(A)

YE(A) = 72(A) = max AL (A;) = max 7Y(A;) .

7 Appendice

Cet appendice est entierement consacré a la démonstration des deux
théoremes de la section 5.3. Les difficultés de ces preuves ne résident pas
dans leur compréhension, mais plutot dans le choix des bases des réseaux.
Nous consacrerons la premiere partie a la famille A,,, n > 2 et la seconde a
la famille D,,, n > 4.

7.1 La famille A,

La démonstration du théoreme se fait en deux pas. Le premier pas est
consacré a la lamination ; le second a I’antilamination. Pour ce dernier, on
utilisera la ruse qui consiste a prendre le dual du réseau et d’en considérer
sa lamination.
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Premier pas. Commencons par un lemme clé pour la résolution.

Lemme 6. Soient a,b € RT, a > 0, a > 2b; considérons le réseau A
admettant la matrice de Gram suivante

a b ... b
Gramy = “

. o 0b

b ... b a

Le minimum de la forme est a et 'ensemble des vecteurs minimaux est
Viin = {%e;, 1 < i < n }. La norme suivante est 2a — 2b, atteinte sur
I'ensemble {£(e; —¢;), 1 <i<j<n}.

Le groupe des automorphismes de A est {£1} xS,,. Il agit transitivement
par permutation des vecteurs minimaux du réseaux.

Preuve. Nous procedons par récurrence sur le rang n de A, et par une

chasse aux ”vecteurs courts”. Regardons le cas de la dimension 2.
Effectuons une réduction de Gauss-Lagrange du réseau et cherchons
les couples (z1,x2) tels que

b b?
a(ry + —19)* + (a — —) 25 < 2a —2b .
a a
>0 par hyp.

En remontant variable par variable depuis la droite, on obtient tous
les candidats satisfaisant a la condition ci-dessus. Faisons-le en détail
une fois pour se faire la main.

Pour la variable x5, on a

, 2020 _2a-2b 8
I‘2< 2 3 <§

(I—E Za

ce qui nous fournit les deux solutions x5 = 0 ou z9 = +1.
La premiere solution fournit immédiatement x; = 41 puisque nous
cherchons des vecteurs non nuls. La seconde donne 1’équation

b b b b
(114 =) <1+2— +— = (F1+-)°
a a a a

dont les solutions sont x; = 0 ou encore z; F 1.

Finalement, les vecteurs minimaux sont +e;, +ey dont la norme au

carré est a et les vecteurs £ (e; —ey) sont les vecteurs de norme 2a — 2b.
Supposons vraie la proposition pour le rang n — 1.

Effectuons la premiere étape d'une réduction de Gauss-lagrange

b b
a(x1+ax2+...+axn)2+Q(x2,...,xn) < 2a—2b

22



ou ( est la forme quadratique de rang n — 1 de matrice

_ ¥ _ ¥ _
a— - - b -
2 2
p—bt -
Gramg = a a 2
: ' b— %
2 2 a?
b—% b—% a—%

p—t2 . . .
Comme —% < %, la proposition s’applique a la forme (). On observe

a

alors que le minimum de ) est a — % et la valeur suivante exactement
2a—2b. Ainsi on obtient que les vecteurs minimaux sont ¢;, 1 <7 < n
et que les vecteurs £(e; —e;) ,1 < i < j < n sont ceux de norme
"suivante”.

Vu que les vecteurs minimaux forment une base du réseau, et vu la symétrie
de la forme, on montre que le groupe des automorphismes est {+1} x S,, qui
agit par permutation des vecteurs minimaux. [

Remarques.
1) Pour b = §, on obtient les réseaux A,,. Et on peut par le méme procédé
déterminer les vecteurs minimaux et le groupe des automorphismes de
A,. C’est cette base que I'on choisit pour mener la démonstration.
2) Sib > § on se convainc que la matrice Gramy est de minimum 2a —2b
atteint sur les vecteurs de la forme +(e; — ¢;).

Comme le groupes des automorphismes du réseau A,, agit transitivement
sur 'ensemble des vecteurs minimaux [11], le choix du minimum, lors de
la premiere étape de la réduction HKZ du réseau, n’influe pas sur le pre-
mier projeté de A,. Ce dernier étant un réseau du type mentionné dans le
lemme ci-dessus, on en déduit qu’il n’existe a isométrie pres qu'une réduction
d’Hermite du réseau A,. Par réduction de Gauss-Lagrange, on obtient

1 1 3 1 1
+k+1( n 1 n N 1 )2+ _I_n—i—l 9
:L' —x .« e . —:L'n « e :L‘ .
R AT R k1 n "

D’out on tire que 7, ;. (A,) = 4/ nQ_fl

Second pas. Pour des raisons esthétiques, nous ne considérerons pas le
réseau A; mais un multiple (n + 1) de ce dernier afin que la matrice de
Gram du dual reste a coefficients entiers. Par passage a 'inverse, on obtient
comme matrice de Gram

n —1 ... —1

Gramy: = -1on
SO
—1 -1 n



Lemme 7. Les réseaux de la forme ci-dessus sont de minimum n, atteint
sur les vecteurs te; , 1 < i < netsurv =Y e. Legroupe des auto-
morphismes de A est {£l} x S, ;1 qui agit par permutation des vecteurs
minimaux.

Preuve. La preuve suit le schéma de celle du lemme précédent.
Exécutons le premier pas de la réduction de Gauss-Lagrange

1
n(xl——xQ—---——xn)2+Q(x2,...,xn)gn
n n

ol () est la forme quadratique de rang n — 1 de matrice de Gram

n?—1 _n+l _n+4l
— a ce o
_n+4l n2—1
Gramg = n n
: T _ntl
n
_ n+l _ n+l n’—1

On observe que Gramg = "T“ Gramyx . Par hypothese de récurence et
par la remarque, on constate que seuls les minimaux de Gramu-  peuvent
contribuer aux minimaux de A}. Ce qui montre que les vecteurs minimaux
de A} sont les +e; , 1 < i < n, et v =>3 " €. Vuque le groupe des
automorphismes du dual coincide avec celui du réseaux, on conclut. U

L’unicité de la réduction d’Hermite a isométrie pres découle du lemme.
La réduction de Gauss-Lagrange complete de la forme quadratique associée

1 1, (n+D(n—1) 1 1,
n (zq nxg nxn)—i— " (o n_lxg n_lxn)
(n+1)(n—k+1) 1 1 5
* n—k+?2 (74 n—k+1xk+1 ’ n—k—l—lxn) e
1

) X 2
fournit ~7/(A,) = 7L(A5) = /22
En utilisant la relation reliant les coefficients externes d’une antilamination
du réseau aux coefficients externes de la lamination du dual, on montre que

Pantilamination coincide avec la lamination. |

7.2 La famille D,, n > 4

La démonstration du théoreme pour les réseaux D, se fait de maniere
identique a celle pour A,.

Premier pas. Afin de faciliter les calculs qui suivent, nous allons considérer
la base du réseau D,,, réduite au sens d’Hermite, donnée par la matrice de
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Gram

2
As : -1
2
Gramp, = | 2 -~ 2 4 =2 ... =2
2
—1 : An—4
2

Notons qu'’il est possible d’obtenir une base de vecteurs minimaux, réduite
au sens d’Hermite, en effectuant le changement de base défini de la maniere
suivante ey — (eq4 — €3) ; e; —— €;, pour 1 < i < n,i # 4.

Lemme 8. Soit n > 2 un entier. Considérons le réseau A” de R" admet-
tant la matrice de Gram

4 -2 =2 ... =2
-2 5 1 1
GramAm: —2 1 5)
S 1
-2 1 1 5

Le minimum du réseau A” est 4 atteint sur £e;. La valeur suivante est
5, réalisée sur ey, ..., e, et sur £(e; + ¢;), 2 < i < n. Le groupe des au-
tomorphismes de A" est le produit semi-direct {£1}" x S,,_; qui agit par
permutation des n — 1 derniers vecteurs de la base et par le remplacement
des e; par —(e; +¢;) pour 2 < i < n.

Preuve. Comme précédemment, on part a la chasse aux vecteurs courts.
Effectuons un début de réduction de Gauss-Lagrange

1 Lo ~
4(901—5:62—...—5%) —1—4;@ <5

ol le projeté est le réseau 47" 1.

I1 est alors évident qu’il n’y a que les vecteurs +e; qui soient de norme 4, et
que les éléments e; et +(e; + ¢;), 2 < i < n sont de norme 5.

Pour le groupe des automorphismes, modulo 'action de —I, le premier vec-
teur de base doit étre envoyé sur lui-méme. Pour les n — 1 derniers, on peut
les permuter a loisir. On finit par observer qu’on peut remplacer e, par
—(e1 + e2) sans modifier les autres vecteurs de base. Quitte a conjuguer par
une transposition de S,,_1,on peut le faire pour chacun des ¢;, i > 2. Ainsi
le groupe des automorphismes est bien {£1}" x S,_;. O

Remarque.
1) Le groupe des automorphismes de A" agit transitivement sur 1’en-
semble des vecteurs de norme 5.
2) Il n’existe a isométrie pres qu'une réduction d’Hermite du réseau.
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Lemme 9. Soit A” le réseau entier pair de 'espace euclidien R™, n > 3,
de matrice de Gram

4 2 —1 cev oo —1

2 4 -2 ... ... _9

-1 -2 4 1 - 1
GramAn: 1

: : : - 1

-1 -2 1 - 1 4

Les vecteurs minimaux sont +e;, 1 < i < n, £(—e; + e2), et £(e2 + ¢€;),
avec j € {3,...,n}.

Le groupe des automorphismes est {£1}" x S,,_; qui agit par permutation
des vecteurs —eq,es,...,¢e, et par le remplacement de ces élements par res-
pectivement —e; + eg,— (e +€3), ...,— (€2 + €,).

Il y a deux orbites pour l'action du groupe des automorphismes sur les
vecteurs minimaux. La premiere se compose de *es et la seconde englobe
tous les autres vecteurs minimaux.

Preuve. Faisons le premier pas de la réduction de Gauss-Lagrange de la

forme ) . ) 3
4(m1+§x2—1m3—...— an)2+ZQ(x2,...,xn) <4

ou @ est la forme quadratique associée au réseau A” de rang n — 1 du
lemme 1. Par ce lemme, on distingue 2 cas : celui du vecteur minimal de
Q@ et celui des vecteurs de longueur 5. Les vecteurs de longueur supérieure
a 6 ne pouvant pas fournir des minimaux de A”. En égrainant ces cas, on
obtient la liste des vecteurs minimaux de A”.

Pour le groupe des automorphismes, vu la forme de la matrice de Gram, on
voit que le groupe S,_; agit sur les éléments —ey, e3, ..., e,. Notons encore
v = —e;+ e et v = —(eg + ej), pour j > 3, les autres vecteurs minimaux
(sauf e3). On montre facilement qu’on peut envoyer par une isométrie i la
base (e, €g,...,6,) sur (—ej + eg,€9,...,¢e,). Quitte & conjuger I'isométrie
¢ par une transposition de S,_1, on peut également échanger les vecteurs e;
par —(es + €;) pour j > 3. Comme (esle;) = £2 et (e2|v;) = £2 pour i =
1,3,...,n, il est impossible d’envoyer e; sur e, par une isométrie. Ce qui nous
fournit le groupe des automorphismes annoncé, puisqu’il reste encore I'action
de +I. L’orbite de e; contient tous les vecteurs minimaux a ’exception de
eo qui est seul dans son orbite.

En projetant sur e le réseau A” on obtient par réduction de Gauss-Lagrange

1 1 1 3
4(ZE2 + 51‘1 — 51’3 —_ ... — §$n)2 + ZQI(ZL'l,QTg, PN ,ZL‘n)
oll Q' correspond au réseau 4Z" ! qui n’est pas isométrique a A"’ O

Remarque. 1l existe deux réductions d’Hermite a isométrie pres. Cepen-
dant toutes deux menent a la méme constante /.
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Lemme 10. Soit n > 3 un entier. Soit A’ le réseau de R" de matrice de
Gram

3 1 2 —1 v oo -1

1 3 N [

2 2 4 -2 ... ... -9

Gram, = -1 -1 -2 3 1 - 1
1

: : : : 3 1

-1 -1 -2 1 --. 1 3

L’ensemble des vecteurs minimaux est
{xe1, Les, £(—e1 +e3), £(—e2+e€3), e, £(es+e;): 4<j<n}

de cardinalité 4(n — 1).

Le groupe des automorphismes Aut(A’) s’identifie a {+1}" xS,,_;. Il agit par
permutation sur Iensemble {—ej, —es, e4,...,€,} et par le remplacement
de e, €9 (respectivement ey, ..., e,) par —e; + e3, —eg + €3 (respectivement
—(es+eq),...,—(es+ey,)). Il agit transitivement sur ’ensemble des vecteurs
minimaux.

Preuve. Comme précédemment, effectuons un pas de la réduction de
Gauss-Lagrange de la forme

1 2 1 1 2
3(ZE1 + Zl‘g—i‘ gl’g — gl’4 — ... — gZEn)Q—FgQ(ZEQ,...,In) < 3
ou Q(xa, ..., x,) est la forme quadratique ratachée au réseau A” du lemme 2.

Vu que le réseau A” est pair, on remarque que seuls les vecteurs minimaux de
A” peuvent contribuer aux minima de A’ ( car 26 =4 > 3). En considérant
chaque minimum de A”, on le remonte en un unique vecteur minimal de A’,
ce qui fournit, en y adjoignant +e;, la liste des minimaux.

Comme les vecteurs minimaux engendrent le réseau, chaque isométrie est
caractérisée par son action sur I’ensemble des minimaux. Par les propriétés
de régularités de la matrice de Gram, on voit que le groupe S, _; agit en
permutant les vecteurs —ey, —es, €y, .. ., e,. On définit alors I'isométrie ¢ qui
envoie la base (eq,...,e,) sur —e; + €3, €, ..., €,. En conjuguant i par une
transposition du groupe S,,_1, on obtient toutes les isométries qui fixent es.
Reste encore la symétrie centrale —I. Le groupe des automorphismes est
donc {£1}" x S,,_1. Il agit transitivement sur les minima. O

Remarque. Il n’existe a isométrie pres que deux réductions d’Hermite du
réseau réalisant toutes deux la méme valeur de la constante /.

Revenons aux réseaux D),,. Nous traiterons le cas du réseau D, a part.
Prenons donc n > 5. Comme Aut(D,,) agit transitivement sur les vecteurs
minimaux, il n’y a qu'un seul choix possible. Le premier projeté est alors A’.
Par les lemme 10, 9 et 8, on montre qu’il existe 2 réductions d’Hermite des
réseaux D,,. La premiere donnant successivement D,,, A/, A", A" et Z" 4.
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La seconde donnant D,,, A’, A”, Z"3 dont les réduction de Gauss-Lagrange
sont respectivement

2(z1+ et ! )+ =( TP ! )
T 2$2 21133 T4 2[[5 Ql‘n 21‘2 3$3 31134 3275 3[En
4 1 1 1 1 1 a
+...+§(x3+§x4—1x5—...—Z—lxn)2+(x4—§x5—...—5xn)2+;x?.
et par le changement de base e3 < ey4
5 +1 n +1 1 )2+3( +2 +1 1 1 )2
T 2332 I3 2$4 2.T5 an 5 i) 3333 31’4 3335 an
4 1 1 I o ~—
+...+§(x3+§x4—§x5—...—§xn) —1—29@-

Dans les deux cas, les constantes 7", (D,) = v/2.
Le cas de la dimension 4 se traite de maniere similaire. On obtient succes-
sivement les réseaux Dy, A, Ay, Z. 1l n’y a, dans ce cas, qu'une réduction
d’Hermite. Sa décomposition en somme de carrés est

1 2 4 1

1 1 3
2(%1 + 5%2 + 5.’133 + 5174)2 + 5(1’2 + 5373 + 5374)2 + §($3 + 5%4)2 + xi

qui meéne aux constantes /1 (Dy) = v/2.

Second pas. Notons (e1,...,&,) la base canonique de Z". Comme le
réseau D, est paire, son dual D} contient Z" [] {e} & Z" ove = 531 | &;.
Comme D,, est d’indice 2 dans Z", son dual contiendra Z" avec l'indice 2.
Ce qui montre que D} = Z" ] {e} @ Z™. On obtient une base agréable du
dual, en considérant les n vecteurs

1
€1 =E€1,--+y, €n_3 = En-3, en—2:§ E € =€, €n1 = En-1, €n = En.
i=1

En amplifiant par 4 la matrice de Gram pour obtenir un réseau entier, on
obtient

4 0 - 020
0 9
0
Gramp; = | o ... 0 4 2 0 0
2 2 2 m 2 2
0 0 0240
0 0 020 4

Pour n = 4 le réseau D} est semblable a D,. Nous ne traiterons donc que
les cas de dimension supérieures. Dans ces cas, les vecteurs minimaux du
dual de D,, sont les +¢;, car n% > 1. Par dualité, le groupe des automor-
phismes est {+1} x S, qui agit par permutation et changement de signe
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des coordonnées de Z". 1l est clair qu’il agit transitivement sur les vecteurs
minimaux. Ainsi, il n’y a qu'un choix possible lors de la premiere étape de
la réduction d’Hermite. Effectuons donc le premier pas de la réduction de
Gauss-Lagrange de la forme associée

1
2
2(xy + él’n_g) + Q(xa, ..., xy,)
ou Q(xq,...,x,) est la forme associée au réseau D} _,.
On procede de méme jusqu’a obtenir le réseau D} semblable a Dy. Ainsi
il n’existe qu'une réduction d’Hermite des réseaux D;. En décomposant
entierement en somme de carrés la forme quadratique, on obtient

1 1 1
4(1’1 + 55[]”_2)2 + 4(1‘2 + 51’”_2)2 + ...+ 4<J;n—3 + §$n_2)2
2 2 8 1
e+ 3Ty + 31+ ga:n)2 + §(:cn,1 — §xn)2 + 212 .
On en tire la valeur )/ . (D;;) = /2. O
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