Fractions continues et actions des groupes de
congruence sur la droite réelle

Cedric TROESSAERT *
(avec un appendice par Alain VALETTE)

Abstract

We characterize the orbits of the principal congruence subgroup I'(n) of GLy(Z)
acting by fractional linear transformations on the real line. The characterization is
in terms of congruence properties (mod n) of the numerators and denominators of
the convergents of some number in a given orbit.

1 Introduction

Soit z un nombre réel: notons
x = [ag; a1, a,...]

son développement en fraction continue réguliere, c-a-d.:

1
r = ag+
a1 +

1
az+-1

o ag € Z et a, € N— {0} pour n > 1. Le développement est fini si = est rationnel,
infini sinon. Les réduites de x sont les fractions irréductibles Z—: = lag; ay, a9, ..., ay]. Si
x = [ap;ay,as,...] et y = [bo; b1, ba,...] sont deux nombres irrationnels, nous dirons que
x et y ont la méme queue s'il existe N, M € N tels que ayir = by pour tout k& > 0.

Le groupe GLy(Z) agit par homographies sur la droite projective réelle P(R) =
a b
d

On notera aussi A-x pour a4 (x). Un résultat classique (voir I'appendice pour une preuve

RU{o0}: pour une matrice A =

> € GLy(Z), notons a4 'homographie z +— Zijrrs

*Ce travail a été réalisé grace au subside 20.101469 du FNRS suisse.



ainsi que des références ) dit que deux réels sont dans la méme orbite de GLo(Z) si et
seulement si ils ont méme queue.

Les groupes de congruence sont les sous-groupes normaux d’indice fini de GLo(Z)
définis par:

I'(n)={y € GLy(Z), y=+I (modn)}

(n > 2). Le but de cet article est de caractériser les orbites de I'(n) sur P*(R). Nous
verrons qu’il y a trois cas a considérer: nombres rationnels, nombres irrationnels non
quadratiques, nombres irrationnels quadratiques. Les résultats correspondants sont les
Théoremes 1, 5 et 6. Par exemple, le Théoreme 5 s’énonce:

Soient x, y sont deuz irrationnels non quadratiques ayant la méme queue: x = |ag; aq, G, ..., AN, Co, C1
et y = [bo; by, ba, ..., bar, co, C1, ...] (avec N, M > 1); notons %’ (resp. %) les réduites de x
i J
(resp. y). Les nombres x et y appartiennent a la méme orbite de I'(n) si et seulement si

pn = Anr, Pv-1 = Arv-1, qv = B, qv-1 = By-1 (mod n)

ou
pn = —Ay, pv1 = —Ap1, v = =By, qgvo1 = =By (mod n).
On peut donc lire les orbites en comparant les réduites des irrationnels.

Notation: Dans tout l'article, pour deux réels = et y, nous noterons x = [ag; a1, az, ...]
(resp. Z—?) le développement en fraction continue (resp. les réduites) de x, et y =

[bo; by, ba, ...] (resp. %) le développement (resp. les réduites) de y.

Remerciements: Mes plus vifs remerciements au professeur Alain Valette qui durant
un mois m’a accueilli & Neuchatel. Je remercie aussi le FNRS suisse qui a pris en charge
les frais de séjour.

2 Orbites sur les rationnels

Pour commencer, étudions les orbites de I'(n) sur les rationnels que nous considérerons
comme des fractions irréductibles d’entiers & dénominateur positif (en prenant 0 = 0/1 et
oo = 1/0).

a b

A
Lemme 1 Soit S = ( . d ) un élément de GLo(Z); si ag (g) = —, alors

B
e A=ap+bg et B=cp+dq sicp+dg >0,



e A=—(ap+bq) et B=—(cp+dq) sicp+dqg<O0.

A _
Preuve: On a S - (B) _w+ ba _ —, donc, en appliquant ( _dc b ):

q cp+dqg B a
{ d(ap +bq) —b(ep+dg) = Lp

—c(ap+bq) +a(cp+dq) = =q,

ce qui montre que ap + bq et cp + dq sont premiers entre eux. Comme B est positif, il

vient

e A=ap+bget B=cp+dqsicp+dg>D0,

o A= —(ap+bq) et B = —(cp+dq) si cp+dq < 0.

Les orbites de I'(n) sur les rationnels sont décrites par le:

A
Théoreme 1 Les rationnels B, 5 appartiennent a la méme orbite de T'(n) si et seule-

ment sip=A (mod n) et ¢ =B (mod n) oup=—A (modn) et ¢=—B (mod n).

Preuve:

Condition nécessaire : Soit S = ( CCL b ) e I'(n) tel que ag (]_9> —
q

SIS

d

On a deux possibilités:

e s0it ¢p + dg > 0 et donc par le lemme 1: ap +bg = A et cp+dg = B. Si
S=1 (modn)alorsa=d=1 (modn)etb=c=0 (mod n), donc p=A et
¢g=B (modn);siS=—-I (modn)alorsa=d=—-1 (modn)etb=c=0
(mod n), donc p = —A et ¢ = —B (mod n);

e soit cp+dq < 0,on aap+bg=—Aet cp+ dg=—B qui ménent aux meémes
conclusions.

Deux cas peuvent poser probleme: b_ 0 ou b_ oo, traitons les a part:
q q
A a b b A
e si ag(0) 7 avec S ( . d > € I'(n), alors =3 et comme b et d sont

premiers entre eux, ona A =b, B=dou A= —b, B= —d. Deslors A=0
(mod n) et B =41 (mod n).



A
osiozs(oo):EaveCS:(Z Z

premiers entre eux, on a A =a, B=cou A= —a, B= —c. Deés lors A = +1
(mod n) et B =0 (mod n).

a
€ I'(n), alors — = 3 et comme a et ¢ sont
c

Condition suffisante : Prouvons en premier lieu que l'orbite de 0 sous I'(n) est

{§|p50 (mod n), ¢= =1 (modn)}.

I1 suffit de prouver que si P ot tel que p =0 (mod n) et ¢ = £1 (mod n) alors il
q

existe S € I'(n) tel que ag(0) = P Prenons p=mnaetqg=nb+1 (lecas qg=—1
q

(mod n) est similaire); comme p et ¢ sont premiers entre eux, il existe z,y € Z tels

que xq —yp = —b, dow: (nz + 1)g —nyp = 1. On en tire que § = ( mn—yF 1 g )
appartient a I'(n) car p = 0 (mod n) et ¢ = 1 (mod n). De plus ag(0) = b On
q

prouve de maniere semblable que Iorbite de oo sous I'(n) est
{B |p=+£1 (modn), ¢g=0 (mod n)} U {o0}.
q

A
Maintenant, nous pouvons démontrer que si ]—9, 5 € Qsont telsquep=A, ¢g=B
q

(mod n), (le cas p = — , = —B (mod n) est similaire) alors il existe S €

['(n) telle que ag (B —. Comme Q U {oo} est une orbite de GLy(Z), il ex-
q

iste T = (CCI Z) € GLy(Z) tel que ar (g) = nj—l e I'(n)(0), c-a-d.

{ Zg izg zZ+ L Prouvons maintenant que arp 5) € ['(n)(0). Deux possi-

bilités doivent étre envisagées:
aA+bB =ap+dg=0 (mod n)
cA+dB=cp+dg=1 (modn)’

—(aA+bB) = —(ap + dq) =0 (mod n)
—(cA+dB) = —(ecp+dg) = —1 (mod n) ’

e sicA+dB >0, alorsona{
e sicA+dB <0, alorsona{
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A
et ap (E) € I'(n)(0). Le cas cA+ dB = 0 est exclu car cA+dB =cp+dqg = 0

A
(mod n). Nous avons montré que ar (]—)) et ar (E) appartiennent tous deux a
q

I'orbite de 0 sous I'(n). On en déduit qu’il existe C' € I'(n) tel que (CoT) - (2—9) =

q
A A
T- (E) et donc (T 'oCoT)- (]—)) =5 Comme ['(n) est un sous-groupe normal
q
de GLy(Z),ona S=T"1oCoT eT(n). O

3 Orbites sur les irrationnels

L’objet de cette partie est d’étudier les orbites de I'(n) sur les irrationnels. Nous aurons
besoin de quelques résultats décrivant l'action de GLy(Z) sur ceux-ci.

3.1 Résultats préliminaires

a b

Proposition 2 Soit T = ( e d > € GLy(Z) et x,y € R\ Q tels que

ar(z) =y e x = |ag; ay, ...| de réduitesp;/q;
cx+d>0 y = [bo; b1, ...] de réduites A;/ B,
alors il existe u € Ny, v > —u tels que
a; = by pour touti >u (c-a-d.: x ety ont méme queue), et

apy, + bqu = Aeru aPy—1 + bQufl = Aerufl
CPu + dqu = Beru CPu—1 + dqufl = Berufl

La démonstration de cette Proposition découle directement de la preuve du Théoreme
174 a la page 143 dans [HWT75].

a b
d

tels qu’il existe i,5 > 1 pour lesquels

ap; +bg; = A ot api—1 +bgi_1 = Aj_
cp; + dg; = B, cpi—1 +dgi—1 = Bj_4

Proposition 3 Soit T = € GLy(Z) et x,y € R, x = |ag; a1, ...], y = [bo; b1, ...]

Y

alors



api—o +bgi—o = Aj_

1) sii,5 > 2 et a; =b; alors ;
J )= ’ { Cpi—2 + dgi—2 = Bj

apiy1 + bgi1 = Ajq

2) si a4, = by alors
) +1 741 { CPit1 +dqz‘+1 — Bj+1

Preuve: Sia; =b;, on a
Aj_og = Aj—=bjA;_1 = api+bg;—bj(ap;_1+bg;—1) = a(pi—a;pi—1)+b(¢;i—a;qi—1) = api_o+bg;_s.

Toutes les autres égalités s’obtiennent grace a des calculs analogues. ([l

Pour décider pratiquement si deux irrationnels sont dans la méme orbite sous G Ly(Z),
on ne sait pas a priori faire la différence entre le début et la queue d’un développement
en fraction continue. Les deux résultats précédents montrent que toutes les découpes sont
équivalentes.

3.2 Irrationnels non quadratiques

Théoreme 4 Soit x,y deux irrationnels non quadratiques ayant méme queue, c-a-d. tels
que T = lagp;a1,az,...|, y = [bo;b1,ba,...]| avec a; = biypy—n pour i > N. Soit T =

( CCL Z > € GLy(Z). Sont équivalentes:

i) CYT(.%) =Yy .
cx+d>0"
. apy + bgn = Ay apn_1+bgn_1 = Ap_1
ii) et
cpn +dqn = By cpy_1 +dqn_1 = By
Preuve:
(1) = (i7) : En appliquant la Proposition 2 aux hypotheses, on voit qu’il existe u €
Ny, v > —u tels que

(1) Pour tout i > u: a; = bipy,

(2) apy + bQu = Aquv ot apy—1 + bqufl = Aquvfl
CPu + dQU - Bu-‘rv CPu—1 + dQU—l = Bu+v—1

On a donc, par (1) , pour ¢ assez grand: a; = b1, = a4 N_p1v- Comme la queue
est non périodique, puisque x, y sont non quadratiques, le décalage N — M + v est
nul et donc v = M — N. Nous pouvons maintenant appliquer la Proposition 3:



e siu < N alors (1) assure les égalités a;.1 = b;y pr— N1 pOUr i > u, et on obtient

apn + bgn = Ay ot apn-1+bgn-_1 = Ap—1
cpy +dgn = By cpn—1 +dgn—1 = By

e si u > N on utilise le fait que z et y ont la méme queue et on obtient les mémes

égalités.

(17) = (i) : Soit ¢; = ajrn+1 = birm41 (1 > 0). Les matrices PN-PN=1 ) o A Arr
N qN-1 By Bu-a

appartiennent a GLo(Z), et on a, par la formule 11 du Chapitre 1 de [Per13]:

i Ay Ay
Tr = ( Py PN-1 > ' [607617627'“] et y= ( BZ Bg—i ) ' [60761’62’.“].

gN gN-1

y:(AM AM—1)<pN PN-1 )1%
By Bay-a gN 4N-1
_ ( Av An— ) ( (D" gy (=1)Vpyoy ) -

By By (—1)NQN (_1)N_1pN

_ ( (D)"Y M Amgn-1 — Av—gn) (DN (=Aupy-1 + Anv—1pw) ) o
(—D)N"YBygn-1 — Byu-1gn) (—1)N"Y(—=Buypn-1 + Bu-1pn) '

Les hypotheses sur Ay, By, Ay—1, By—1 permettent finalement d’écrire

- ab'
Y=\ ca )™

En appliquant la Proposition 3, on obtient pour tout ¢ > N:

Ainsi:

cp; + d(]Z = BM—H‘—N > 0.

;0
On peut écrire x = by — ou |[§] < 1 (voir Théoreme 171 dans [HW75]). Par

4 g
conséquent

. 1 5
C$+dzc(&.+_z>+d:q—(0pi+dqi+2—)

) i ) )

qui est positif pour un ¢ suffisamment grand car cp; + dq; € Np. ([l



On voit que le lien entre deux nombres non quadratiques ayant méme queue est entierement
déterminé par le morceau de fraction continue qui n’est pas commun, la queue ne compte
pas.

Nous pouvons maintenant décrire les orbites de I'(n) sur les irrationnels non quadra-
tiques:

Théoreme 5 Soient x, y deuz irrationnels non quadratiques ayant la méme queue: x =
lag; a1, as, ..., an, co, €1, -..] €ty = [bg; by, ba, ..., bar, co, c1, ...] avec N, M > 1.

Les nombres x et y appartiennent a la méme orbite de I'(n) si et seulement si
pn = Am, pvo1 = Ay1, qv = By, gvo1 = By (mod n)

ou

pn = —Ay, pv1 = —Ap1, v = =By, qgvo1 = =By (mod n).
Preuve:

Condition nécessaire : Comme x, y appartiennent a la méme orbite de I'(n), il existe

d
toujours réalisable car —S € I'(n)). Le théoreme 4 nous donne

S = ( Z b ) € I'(n) telle que S-x =y et cx +d > 0 (cette derniére condition est

apy + bgn = An ot apn—1 +bgn_1 = Ap—1
cpy +dqy = By cpn—1 +dgy—1 = By

On a deux possibilités:
1. S=1 (modn) Dans ce cas, a =d =1 (mod n) et ¢ =b =0 (mod n) ce qui

implique
Ay =apy +bgy = 1.py +0.qy =py (mod n)

et par un calcul semblable:
pn-1 = Anm-1, gy =By et gvo1 = By (mod n).
2. S = —1 (mod n) Dans ce cas, a =d = —1 (mod n) et c =b =0 (mod n) ce
qui implique

Ay = —pn, PN-1 = —Ayp-1, qv = —By et qvo1 = —By-1 (mod n).



Condition suffisante : Supposons que py = Ay, py-1 = Ayp—1, gy = By et gy =

Byr—1  (mod n). Dans Z?, considérons les paires de vecteurs 2 N ]qj Nt > }
N N-1

A Apn_

et M , M—1 . Comme pyngn-1 — py_1qy = (1)t et Ay Bp_1 —
By By

Ay 1By = (—1)M*1, il s’agit de deux bases de Z2. Il existe donc une unique

matrice S = ( (cl Z ) € GLy(Z) telle que

apy + bgy = Am ot apn—1 +bgn_1 = Ap—1
cpn +dgn = By epn—1 +dgn-1 = Bay—1

On applique le théoreme 4 et on obtient S - x = y. Prouvons maintenant que S €

['(n). Grace aux hypotheses sur les réduites, on a

{ apn +bgy = Ay = pN ot { cpy +dgy = By = gn (mod )

apy-1 +ban-1 = A1 = pr-a cpn—1 + dgn-—1 = By—1 = g1
ce qui implique
(a - 1)prN71 + bgnpy-1 =0 (mod n)
(a - 1)pN71pN + qufle =0

et

b(qn_1PN — qNDN-1) = (mod n) donc b=0  (mod n).

0
De méme, on aura (a — 1) =c=(d—1) =0 (mod n), ce qui signifie que S = [
(mod n) et donc S € I'(n).

Si PN = —AM, PN—1 = _AMfla an = —BM et gN-1 = —BM,1 (mod n), on
obtiendra de maniere analogue (a+1)=b=c=(d+1) =0 (mod n) c’est-a-dire
= —/ (mod n) et donc S € I'(n). O

3.3 Irrationnels quadratiques

Dans le cas de deux irrationnels quadratiques, le théoreme 4 devient:

Théoréme 6 Soient x, y deux irrationnels quadratiques ayant méme queuve: x = [ag; a, az, ..., ay, €, C1

et y = [bo; b1, ba, ..., bar, o, 1, -Cr_1| avec N, M k > 1; soit S = ( CCL Z ) € GLy(Z).



S-x=y . v
On a { crtd>0 et seulement sl existe | € Z tel que

apn + bgn = Anrswi ot apn—1 +ban—1 = Anrri—1 sil>0
cpn +dgn = By cpN—1 +dqn—1 = Bpyriri—1 -

{ apN—_k + bqn_r1 = Anm ot { apN—ki—1 + bqn_ri—1 = Ap—1 sil<0

CPN—kl + dqn—r1 = Bu CPN—ki—1 + dqN—_pi—1 = By

On démontre le Théoreme 6 comme le Théoreme 4, mais en faisant attention a la période.
On peut se représenter qu’on a une infinité de matrices qui envoient x sur y par le fait
qu’il y a une infinité de fagons de choisir les deux parties précédant la queue. Chaque
décalage possible, chaque valeur de [, correspond a une matrice qui envoie x sur y.

L’analogue du Théoreme 5 est:

Théoreme 7 Soient x,y sont deux irrationnels quadratiques ayant méme queue: xr =
[CLO; ai, as,...,an,Co,Cqy ..., Ckfl] et Yy = [bo, bl, bg, vy bM, CoyClyenny Ckfl] (0’[\1 N, M, k > 1)

Les nombres x ety appartiennent a la méme orbite de I'(n) si et seulement s’ il existe
[ €7 tel que

e 511 >0

PN = Anrsrt, PN-1 = Anmirki—1, v = Burtkis qv—1 = Bayrpri—1 (mod n)

ou
PN = —Amakt, PN-1 = —Aniki-1, v = —Byyw, qvo1 = =By (mod n).
e 511 <0
PNkt = Apr, PN-ki-1 = A1, vt = By qvwi-1 = By (mod n)
ou
PNkt = —An, DN-ki-1 = —Am—1, N0t = =By, qv-w-1 = =By (mod n).

La démonstration du Théoreme 7 est analogue a celle du Théoreme 5, en utilisant le
Théoreme 6 en lieu et place du Théoreme 4.
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A Fractions continues et équivalence sous GLs(Z), par
Alain VALETTE

Nous nous intéressons dans cet Appendice au résultat suivant:

Théoreme 8 : Soient x, y deux irrationnels. Les nombres x et y ont la méme queue
si et seulement s’ils sont dans la méme orbite de GLy(7Z) agissant par homographies sur
R U {o0}.

Ce résultat a été obtenu par J.A. Serret en 1878 (voir le Théoreme 23 du Chapitre 2 dans
[Per13]). Plus récemment, ce résultat a inspiré des travaux de dynamique symbolique, par
exemple [BS79], [Ser85]. L'implication directe dans le Théoreme 8 n’est pas tres difficile;
nous verrons qu’elle résulte des formules qui lient = et ses quotients complets

Tp = [a'rm Ap10n42 - - ]7

An1ZntAn-2 N Ap
Bp_1zn+Bn—2 ou By,

) € GLy(Z) (voir [Perl3], formules 11 et 30 du Chapitre 1). Pour la

en effet, on a x =
An—l An—Q
Bn—l Bn—2
réciproque, nous connaissons deux preuves classiques:

= lagp;ay ...ag] est la k-eme réduite de x, et

e 'une consiste a se ramener au lemme suivant (voir [Per13], Théoréeme 13 du Chapitre

2; [HW75], Théoreme 172): si ( CCL 2 ) € GLy(Z), avec ¢ > d > 0,siy > 1, et
six = Zgis, alors ¢ et s sont deux réduites consécutives de w; de plus, si ¢ est la

(n — 1)-eme réduite et 2 la n-eme, alors y est le (n + 1)-éme quotient complet de x;

a b Lo
= Zg—jrrs, avec ( cd) € GLs(Z), on peut montrer comme au Théoreme

IV du Chapitre I de [Cas57], que les images par la méme homographie de deux
réduites consécutives de y, de rang assez grand, sont deux meilleures approximations
rationnelles consécutives de x, donc fournissent des réduites (pas nécessairement de
méme rang) de . On en déduit aisément que z et y ont méme queue.

Notre but ici est d’attirer ’attention sur une autre facon de démontrer le Théoreme 8.
Au vu de la littérature considérable sur les fractions continues (voir le Chapitre A de
[LeVT74]), il serait téméraire de notre part d’affirmer que cette preuve est originale! Nous
commencgons avec la formule suivante, qui se trouve a la page 65 du livre de 0. Perron
[Per13]:
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Proposition 9 : Soit x = [ag; a1, as,...| un irrationnel. Alors

[—(ag+1);1,a1 — 1,a9,as3,...] sia; >1
—r = .
[—(ap +1);a0+ 1,a3,a4...] sia;=1.

La preuve de la Proposition 9 est une vérification immédiate.

Proposition 10 : Soit x = [ag; a1, aq, . ..] un irrationnel. Alors:

( [1;a1 — 1,09, as3,. .| si —1<x<0 eta >1;
las + 1; a3, aq, . . ] si —l<z<0 etay =1;
0;—(ap+1),1,a1 — L,aq,...] siz<-—1 et ap > 1;

I ) [0;—(ap+1),a2+1,a3,a4,...] siz<-—1 et a; = 1;
2 ) [~(ar+1):1,a0 —1,as,a4,...] si0<z<]1 et as > 1;
[—(a1 + 1);a3 + 1, a4, as, . . ] si0<x<l1 et ay = 1;

[—1;1,a0 — 1, a1, a9, ... six>1 et ag > 1;

[—1;a1 + 1,a9,as, .. .| six>1 et ag = 1.

Preuve: Pour x > 0, on a

1 [ [0a0,a1.09,...] siz>1;
x| [a;a2,a3,...] si0<x<l.
Si xz < 0, on calcule —i = (7—2) en appliquant d’abord la formule de la Proposition 9, puis
la formule ci-dessus. Si x > 0, on calcule —% = —(%) en appliquant ces formules dans
I'ordre inverse. O
s N . CLQ 1
Preuve du Théoréme 8: Six = [ag; a1, as, ... et x1 = [a1; az, as, .. ], alors Lo )

(x1) = x. Ainsi x est dans la méme orbite sous G Lo(Z) que tous ses quotients complets.
Dong, si x et y ont la méme queue, c-a-d. si x et y ont un quotient complet en commun,
x et y sont dans la méme orbite sous GLy(7Z). Pour la réciproque, nous utiliserons le fait
bien connu (voir [Ser70], Théoreme 2 du Chapitre VII) que le groupe SLy(Z) est engendré

par les matrices S = ( ? _01 ) et T' = ( (1] i ) Donc GLs(Z) est engendré par les

matrices S, T et P = ( (1] 1 >, puisque [GLy(Z) : SLy(Z)] =2 et P ¢ SLy(Z). Les
homographies associées sont ag(z) = —1, ar(z) = z + 1, ap(z) = —=z. Il résulte des

Propositions 9 et 10 que ap(z) et ag(z) ont la méme queue que z; c’est d’autre part clair
pour ar(x). Si A € GLy(Z), en écrivant A comme un mot sur alphabet {S, T*!, P}, on
voit que a4(x) a la méme queue que x. O
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Corollaire 11 :
Deuz irrationnels x = [ag; ay, az, . ..| ety = [bo; by, ba, .. .] sont dans la méme orbite sous

SLy(Z) si et seulement six = [ag; ar, @z, ..., Am, C1,C,C3, ... €ty = [bo; b1, bay ..., b,y 1, 02,03, ..

ou m etn ont la méme parité.

Qo 1
1 0
quotient complet z1 = [aq; ag, as, .. .|, est de déterminant —1; donc il y a une homographie

Preuve: <=): L’homographie associée a ( , qui fait passer de z au premier

de GLy(Z), de déterminant (—1)™*! qui fait passer de x & [c1; ¢9, 3, . ..]. De méme, il y a
une homographie de G Ly(Z), de déterminant (—1)"*!, qui fait passer de y & [c1; ¢o, ¢35 - . ]
Il y a donc une homographie de GLy(Z), de déterminant (—1)™"""2 = 1 qui fait passer
de z ay.

—): La Proposition 10 montre que —% a la méme queue que x, avec un décalage de
-2, 0 ou 2. Comme SLy(Z) est engendré par les matrices S et T, on voit que tout élément

de SLy(Z) décale la queue de x d’'un nombre pair. O
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