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DES ESPACES DE POLYGONES AUX ESPACES DEPOLYÈDRES EN SUIVANT BAVARD, GHYS ETTHURSTONFrançois Fillastre∗RésuméDans l'arti
le Polygones du plan et polyèdres hyperboliques [BG92℄, C. Bavard et É. Ghys donnentune 
onstru
tion simple d'exemples de polyèdres de Coxeter en montrant 
omment paramétrer desensembles de polygones du plan réel par des polyèdres hyperboliques.L'arti
le de W. P. Thurston, [Thu98℄, examine les ensembles de métriques eu
lidiennes à singu-larités 
oniques sur la sphère et 
onstruit des orbifolds hyperboliques 
omplexes.On va 
onsidérer des ensembles 
onstruits 
anoniquement à partir des polyèdres de Bavard etGhys, et, grâ
e à un théorème d'Aleksandrov, montrer qu'ils sont des formes réelles des orbifolds deThurston. Abstra
tIn their arti
le on polygons and hyperboli
 polyhedra [BG92℄, C. Bavard and É. Ghys built in asimple way examples of Coxeter polyhedra. This 
onstru
tion relies on a parametrization of polygonsin the plane by hyperboli
 polyhedra.In his arti
le on shapes of polyhedra and triangulations of the sphere [Thu98℄, W . P . Thurstonstudies the sets of eu
lidean metri
s with 
one singularities on the sphere, and he 
onstru
ts 
omplexhyperboli
 orbifolds.We will 
onsider sets built in a 
anoni
al way from Bavard and Ghys' polyhedra. We will showthat, thanks to a theoreme of Aleksandrov, they are real forms of Thurston's orbifolds.On rappellera dans un premier temps la très jolie 
ontru
tion de Bavard et Ghys, qui permet deparamétrer les ensembles de déformations de polygones 
onvexes par des polyèdres hyperboliques (pre-mière se
tion) et de fabriquer des polyèdres de Coxeter. Cette 
onstru
tion est inspirée de 
elle deThurston, 
on
ernant, pour résumer, les polyèdres 
onvexes de R3. L'arti
le de Thurston est lui-mêmeune des
ription di�érente d'une 
onstru
tion de Deligne et Mostow [DM86℄, mais 
et aspe
t ne sera pasabordé i
i. L'arti
le de Bavard et Ghys est 
ertes antérieur à 
elui de Thurston pour la date de publi
ation,mais la prépubli
ation de 
elui-
i est plus an
ienne.La se
onde se
tion dé
rit 
ette 
onstru
tion de Thurston, en suivant la démar
he de son arti
le. Latroisième se
tion explique le lien entre 
es deux 
onstru
tions : en partant de 
onsidérations simples sur lespolyèdres, on montre que les espa
es de Bavard et Ghys sont des formes réelles des espa
es de Thurston,
'est-à-dire l'ensemble des points �xes d'une involution isométrique anti-holomorphe.La quatrième se
tion, qui fait o�
e d'annexe, dé
rit les métriques dont sont munis naturellement 
esespa
es, et qui en font des 
�nes-variétés, ou, dans 
ertains 
as, des orbifolds. Le 
as où tous les anglessont les mêmes est traité dans la note "
omplémentaire" [FI℄, en 
ollaboration ave
 Alessandra Iozzi.Table des matières1 Constru
tion de Bavard et Ghys 2
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tion de Bavard et GhysOn va rappeller la 
onstru
tion et les résultats de [BG92℄. Il s'agit de 
onstruire un polyèdre hyper-bolique asso
ié à un ensemble de polygones. Cette 
onstru
tion est aussi rappelée dans [IP99℄, et d'unfaçon extrèmement détaillée dans [KNY99a℄, [KNY99b℄ et [YNK02℄. [KY93℄ 
ontient un 
onstru
tionpour les étoiles à 
inq bran
hes, issues de pentagones.Dé�nition 1.1 On identi�e les polygones à n sommets du plan réel à des n-uplets P = (u1, ..., un)ave
 ui ∈ R2 où ui désigne le ieme sommet, numérotés dans l'ordre dire
t. On les 
onsidère 
entrés àl'origine, 
'est à dire tels que Σui = 0. On adopte une notation 
y
lique en posant un+1 = u1.On note Pn l'ensemble des polygones à n sommets. C'est un espa
e ve
toriel réel de dimension 2n−2.Quand on oriente les arêtes du polygone dans le sens trigonométrique, l'angle extérieur (orientépositif) entre deux arêtes a1 et a2 est l'angle qu'elles forment vues 
omme ve
teurs de R2. On 
onsidèrela valeur positive de 
et angle. On le note ext(a1, a2).L'angle intérieur (positif) entre a1 et a2, noté int(a1, a2), est donné par
int(a1, a2) = π − ext(a1, a2). (1)Un polygone 
onvexe est un polygone dont les angles extérieurs sont 
ompris entre 0 et π et dont la

int

ext

Fig. 1 �somme est égale à 2π.
Pn est naturellement muni de la forme quadratique d'aire

AP (P ) =
−1

2

n
∑

i=1

det(ui, ui+1). (2)En e�et, le déterminant est la forme d'aire de R2, et pour deux points a et b, det(a, b) est l'aire duparallélogramme de sommets l'origine, a, b et a + b et don
 1
2 det(a, b) est l'aire du triangle formé parles sommets l'origine, a et b. L'aire de P est la somme des aires des triangles formés par deux sommets



1 CONSTRUCTION DE BAVARD ET GHYS 3
onsé
utifs de P et l'origine. On rajoute un signe - pour avoir plus loin une signature de la forme d'aireplus "
lassique".Si D = (∆1, .., ∆n) est un n-uplet de droites ve
torielles de R2 tel que pour tout i de 1 à n, les droites
∆i et ∆i+1 soient distin
tes, alors on 
onsidère le sous-espa
e ve
toriel PD de dimension n − 2 de Pnformé des polygones d'arêtes parallèles à ∆1, .., ∆n, 
'est-à-dire tels que ui+1 − ui ∈ ∆i pour tous les i de1 à n.Dé�nition 1.2 Un polygone dégénéré est un polygone de PD dont une arête (e.g. la ie) est réduiteà un point, i.e. ui = ui+1. Une dégénéres
en
e d'une arête parallèle à la droite ∆i est une suite depolygones dans PD dont la longueur de la ie arête tend vers 0.Dans toute la suite, la notation θk désigne les angles intérieurs des polygones.Ces dégénéres
en
es ne peuvent avoir lieu que si l'angle extérieur entre les arêtes ∆i−1 et ∆i+1 estinférieur à π, 
'est-à-dire, 
omme 
et angle est égal à 2π − (θi + θi+1), seulement si θi + θi+1 > π. Lenouvel angle intérieur obtenu est θi + θi+1 − π.En notant ∠(∆, ∆′) l'angle orienté de deux droites orientées distin
tes (
e qui 
orrespond à l'angleextérieur pour les arêtes), Bavard et Ghys montrent que la signature de la restri
tion de A à PD est
(k+, k−) ave


k+ = (
1

π

n
∑

i=1

∠(∆i, ∆i+1)) − 1 ; (3)
k− = (

1

π

n
∑

i=1

∠(∆i+1, ∆i)) − 1. (4)Maintenant 
onsidérons pour D = (∆1, .., ∆n) la suite des dire
tions des arêtes d'un polygone 
onvexe
Q �xé, qu'on appelle le polygone initial.

AP est de signature (1, n − 3) sur PD. (5)On note ~D = ( ~∆1, .., ~∆n) où ~∆i est la demi-droite donnée par la ie arête du polygone 
onvexe dedépart et on dé�nit le 
�ne P~D = {Q ∈ PD : ui+1 − ui ∈ ~∆i ∀i}. Les polygones du 
�ne sont tous 
euxqui sont formés à partir des mêmes demi-droites que Q, en prenant en 
ompte les dégénères
en
es.Tous les polygones du 
�ne ont alors les mêmes angles orientés que Q : ils sont tous 
onvexes et don
d'aire négative :
AP est stri
tement négative sur l'intérieur de P~D. (6)A partir de maintenant, on ne 
onsidére que les polygones d'aire égale à -1, 
e qui revient à regarderles polygones modulo les homothéties. On note toujours P~D l'interse
tion de P~D ave
 l'ensemble despolygones d'aire égale à -1.La nappe supérieure de l'ensemble des ve
teurs égaux à −1 pour une forme quadratique de signature

(1, d − 1) sur un espa
e ve
toriel de dimension d est un modèle de l'espa
e hyperbolique de dimension
d − 1, le modèle de l'hyperboloïde, que l'on note Hd−1. Chaque polygone de P~D est identi�é à un pointde l'espa
e hyperbolique réel de dimension n − 3.Proposition 1.3 P~D est un polyèdre hyperbolique 
onvexe de volume �ni. De plus il est 
ompa
t si etseulement si le polygone initial n'a pas d'arêtes parallèles.Preuve : Chaque sous-ensemble de P~D de 
odimension 1 est formé des polygones ayant la même dégénérés-
en
e, ils 
orrespondent à des hyperplans ve
toriels de R

n−2. Leurs interse
tions ave
 H
n−3 sont deshypersurfa
es totalement géodésiques. Il est fa
ile de voir que pour 
ha
une de 
es hypersurfa
es, P~D est
ontenu d'un seul 
oté de l'hypersurfa
e. P~D est alors l'interse
tions de demi-espa
es : 
'est un polyèdrehyperbolique 
onvexe.Comme le bord de Hn−3 est le 
�ne isotrope de AP , un sommet à l'in�ni du polyèdre 
orrespond au
as où un polygone de P~D peut dégénérer vers un polygone (
onvexe) d'aire nulle, 
'est-à-dire en unedroite, 
e qui n'est possible que si le polygone initial admet deux arêtes parallèles. Le nombre d'arêtes



1 CONSTRUCTION DE BAVARD ET GHYS 4étant �ni, il n'a qu'un nombre �ni de points à l'in�ni dans P~D, il est don
 de volume �ni. S'il n'a au
unpoint à l'in�ni, il est 
ompa
t. Il s'agit bien d'un point à l'in�ni, et non d'un sous-ensemble plus grand dubord, 
ar les dégénéresen
es se font le long de géodésiques qui 
orrespondent à des 2-plans ve
toriels. Ces2-plans s'interse
tent en une droite qui 
orrespond aux polygones d'aire nulle, et son interse
tion ave
l'hyperboloïde est de dimension 0.
�

1) 3)

4)2)Fig. 2 � 1) On peut faire dégénérer une arête du polygone initial pour obtenir un polygone qui 
or-respondra à un point d'une fa
e de 
odimension 1 du polyèdre. 2) Une autre dégénéres
en
e dé�nit uneautre fa
e de 
odimension 1. 3) Si on dégénère le polygone issu de la dégénéres
en
e de 1), on obtient unpolygone qui 
orrespondra à un point sur une fa
e de 
odimension 2 du polyèdre. 4) On obtient le mêmepolygone par des dégénéres
en
es di�érentes : la fa
e de 
odimension 2 dé�nie en 3) est l'interse
tion desfa
es de 
odimension 1 dé�nies en 1) et 2).La suite de l'arti
le étudie la 
ombinatoire de 
e polyèdre hyperbolique, qui est parfaitement déter-minée par la seule 
onnaissan
e du polygone initial et Bavard et Ghys déterminent les 
as où 
e polyèdreest un polyèdre de Coxeter, 
'est-à-dire le 
as où les angles dièdres sont de la forme π/k, ave
 k entierpositif :Théorème 1.4 (Bavard et Ghys) Le polyèdre est de Coxeter si et seulement si les birapports de qua-tre droites 
onsé
utives (dans l'ordre 
y
lique) de D = (∆1, ..., ∆n) sont soit positifs ou nuls, soit dans laliste {−tg2π/k ; k ≥ 3}.Si le birapport est positif, 
'est que les deux fa
es 
onsé
utives du polyèdre, données par les quatredroites, ne se ren
ontrent pas, s'il est nul, 
'est qu'elles se ren
ontrent à l'in�ni.Par exemple, prenons le 
as où l'ensemble des droites est 
omposé de six droitesformant entre elles un angle de π/3. Tous les birapports ont pour valeur l'in�ni, (2 des 4droites sont les mêmes) et on voit bien sur un dessin que toutes les fa
es de 
odimensionun sont dé�nies, mais qu'il n'y a au
une interse
tion.Lorsqu'il est négatif, Bavard et Ghys démontrent, à partir d'une dé�nition de l'inter-se
tion de deux fa
es 
onsé
utives du polyèdre en fon
tion du rapport des aires des triangles du polygone
orrespondants aux dégénéres
en
es de deux arêtes, que 
e rapport d'aire est en fait l'opposé du birap-port des quatre droites 
onsé
utives du polygone (
elles à partir desquelles on dé�nit les deux fa
es dupolyèdre).En fait l'angle dièdre θ du polyèdre est donné par
tg2(θ) = −[∆i−1, ∆i, ∆i+1, ∆i+2], (7)don
 le polyèdre est de Coxeter quand les valeurs des birapports se trouvent dans la liste indiquée.On sait qu'on peut avoir une expression du birapport en fon
tion des tangentes des angles que lesquatre droites forment entre elles. Ce qu'on ne sait pas, 
'est si le birapport peut s'exprimer 
omme latangente d'un angle qui s'é
rit 
omme une fon
tion simple (a�ne, quotient...) des angles que les droitesforment entre elles. En parti
ulier, on ne sait pas s'il est possible d'avoir une dé�nition de l'angle dièdredu polyèdre par une fon
tion simple des angles du polygone.



2 CONSTRUCTION DE THURSTON 52 Constru
tion de Thurston2.1 Métriques eu
lidiennes à singularités 
oniques sur la sphèreOn rappelle i
i les 
onstru
tions de [Thu98℄. Il y aurait d'autres façons de dé
rire 
ette 
onstru
tion,mais nous nous 
ontenterons de déveloper la des
ription donnée par Thurston.Dé�nition 2.1 Soit S2 la sphère de R3, x1, · · · , xn des points de S2 et (α1, .., αn) des nombres réels
ompris stri
tement entre 0 et 2π. Une métrique eu
lidienne à singularités 
oniques est telleque S2 − {x1, · · · , xn} posséde une stru
ture eu
lidienne pour laquelle 
haque xi admet un voisinageisométrique à un 
�ne dont l'angle autour du sommet est αi.Un tel 
�ne est obtenu en prenant un se
teur du plan eu
lidien dont les deux segments font un angle
2π − αi et en les identi�ant. L'angle 2π − αi est la 
ourbure de la singularité. On note ki la 
ourbure
orrespondant au 
�ne-angle αi.L'angle αi est le 
�ne-angle du point xi.

C(α1, .., αn) est l'ensemble des métriques eu
lidiennes à singularités 
oniques dont les 
�ne-anglessont α1, .., αn, sur la sphère S2 modulo les homothéties.La formule de Gauss-Bonnet donne
n

∑

i=1

ki = 4π, (8)
e qui indique que le nombre de points singuliers est au moins égal à 3. En terme de 
�ne-angles, laformule de Gauss-Bonnet s'é
rit
n

∑

i=1

αi = 2(n − 2)π. (9)
α

2π − α

α

Fig. 3 �Attention, 
e que Thurston note αi dans son arti
le sont (parfois) les 
ourbures des singularités. Onpeut dé�nir 
es métriques d'une façon plus formelle en disant que, pour un 
hoix des xi et des αi, ellessont lo
alement isométriques à C ∪ {∞} muni de la métrique
ds2 = Π|z − xi|2βi |dz|2, (10)où βi = αi

2π − 1.Remarque 2.2 On peut aussi 'voir' 
ha
une de 
es stru
tures 
omme un polyèdre de R3, 
e qui seraexpliqué plus tard par le théorème d'Aleksandrov, page 16.L'ensemble C(α1, .., αn) est homéomorphe au quotient de l'ensemble des 
on�gurations de pointsdistin
ts sur la sphère (qui est lui-même homéomorphe à (CP
1 − {x1, .., xn})n/ PSL(2,C)) par un sous-groupe du groupe des permutations ( [Tro86℄, [Tro91℄, [Thu98℄ proposition 8.1, [Koj01℄). Les permutations
orrespondent au 
as où deux points singuliers ont même 
�ne-angle : ils sont don
 inter
hangeables.Par dé�nition, le groupe fondamental de l'espa
e des 
on�gurations de points distin
ts sur la sphèreest le groupe de tresse pur de la sphère, et le quotient du groupe fondemental de 
et espa
e par le groupedes permutations est le groupe de tresse (plein) de la sphère ([Bir74℄) :Proposition 2.3 Le groupe fondamental de C(α1, .., αn) est un quotient du groupe de tresse pur de lasphère par un sous-groupe du groupe des permutations. Si les αi sont tous di�érents, il s'agit du groupede tresse pur, et si ils sont tous égaux, il s'agit du groupe de tresse (plein).



2 CONSTRUCTION DE THURSTON 62.2 Co
y
lesOn veut �paramétrer� lo
alement C(α1, .., αn) par des nombres 
omplexes. On utilise le résultat suiv-ant, dont la première partie est faite dans [Thu98℄. Le tout est fait dans le 
as plus général d'une surfa
e
ompa
te lo
alement eu
lidienne à singularités 
oniques dans [ILTC01℄.
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@@��
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Dé�nition 2.4 On 
onsidère 4 points de R
2 tels qu'au
un ne soit 
ontenu dans l'en-veloppe 
onvexe des trois autres. Leur enveloppe 
onvexe forme un polygone dont ilsu�t de prendre une diagonale pour obtenir une triangulation. Il y a don
 deux 
hoixde triangulation, et l'opération permettant de passer de l'une à l'autre en 
onsidérant l'autre diagonales'appelle un �ip.Proposition 2.5 (Triangulation) Chaque élément de C(α1, .., αn) admet une triangulation, dans lesens d'une subdivision par les images de triangles géodésiques eu
lidiens, ave
 identi�
ation possible dessommets et/ou des arêtes, et où l'ensemble des sommets est pré
isément l'ensemble des points singuliers.De plus, pour deux triangulations de 
e type, on peut passer de l'une à l'autre par une su

ession de�ips (en nombre �nis).Dans toute la suite, nous ne 
onsidérerons que les triangulation du type dé
rit dans la proposition eton �xe une triangulation sur un élément donné de m ∈ C(α1, .., αn).On envoie isométriquement un segment de la triangulation, arbitrairement 
hoisi, dans C, ave
 unsommet à l'origine. On voudrait étendre 
ette opération à toutes les arêtes de la triangulation, 
'est-à-direque l'image d'une autre arête par 
ette opération est un ve
teur de module la longueur de l'arête et dontl'angle orienté (pour le sens dire
t) ave
 l'image d'une arête adja
ente est le même que 
elui que formentles deux arêtes dans la triangulation. Ainsi à 
haque arête orientée de la triangulation est asso
ié unnombre 
omplexe, qui est la di�éren
e des extrémités de son image.

θ3

θ2

θ1

e3

xi

S
2

e1

e2

Z Z(e3)

Z(e2)

Z(e1)

Z(e1)

θ1

θ3

θ2

ki

C

Fig. 4 � Cette appli
ation n'est pas bien dé�nie.La nature des singularités fait que 
ette appli
ation est multi-valuée (�gure 4). Pour passer outre 
ettedi�
ulté, on se pla
e dans le revêtement universel de la sphère moins ses points singuliers. On relève aussiles segments de la triangulation. On peut voir l'ensemble des relevés des arêtes 
omme une �triangulation�du revêtement universel, à 
e
i près que les sommets de 
ette �triangulation� n'appartiennent pas àl'espa
e.L'appli
ation qui envoie isométriquement 
haque arête de la triangulation du revêtement universeldans C est alors bien dé�nie modulo les isométries de C. On note Z 
ette appli
ation (�gure 5). On note
m0 la sphère munie de la métrique m moins ses points singuliers.Dé�nition 2.6 Un 
o
y
le Z est une appli
ation qui asso
ie un nombre 
omplexe à 
haque arête orientéedu revêtement universel de m0, de la manière dé
rite au-dessus.Il est 
lair que la somme des images des arêtes d'un triangle orienté est nulle, on appelle 
ette propriétéla propriété des 
o
y
les. Le terme 
o
y
le vient du fait que les appli
ations Z sont e�e
tivement des1-
o
y
les pour la 
ohomologie simpli
iale, voir à la �n de 
ette partie.
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θ2

θ3

xi2

e11

e21

θ1

e12

e22

θ1θ2

θ3

xi1

e31

C

θ1

Z(e22)

Z(e11)

˜
S2 \ {x1, .., x2}

Z(e31)

e32

Z

θ3

θ2

Z(e12)

Z(e21)

Fig. 5 � Cette appli
ation est bien dé�nie.On observe que si γ est un la
et de la sphère moins ses points singuliers, et e une arête de la triangu-lation du revêtement universel, on a l'existen
e d'un morphisme de groupe h0 :
∃h0 : π1(m0) → S

1 : ∀γ ∀e, Z(γe) = h0(γ)Z(e) (11)(π1(m0) est le groupe libre à n−1 générateurs). Prenons par exemple un la
et autour d'un point singulier,de point base un point sur une arête e ; si 
e la
et fait un tour, h0(γ) désigne la rotation (vue 
ommeisométrie de C) qu'il faut e�e
tuer dans C pour passer de Z(e) à Z(γe), 
'est-à-dire dans 
e 
as la rotationest d'angle l'angle du point singulier autour de laquelle tourne le la
et. H0 est l'holonomie de la métrique,voir à la �n de 
ette partie.Lemme 2.7 Un 
o
y
le dé�nit uniquement la métrique à partir de laquelle il est 
onstruit.Preuve : Pour deux images par Z de la même arête (ordonnées par le sens trigonométrique) de latriangulation de la sphère, l'argument du quotient de la première image par la se
onde donne l'angle dela singularité autour du sommet 
onsideré.De plus on peut retrouver toutes les distan
es entre deux sommets de la triangulations, puisque
onnaître les valeurs du 
o
y
le, 
'est 
onnaitre les longueurs des arêtes. On 
onnait aussi l'angle queforment deux arêtes entre elles. On arrive à re
onstituer la triangulation de la sphère, on 
onnait alorsl'empla
ement des points singuliers ainsi que leur 
�ne-angle : la métrique est entièrement déterminéepar 
es informations.On 
onstate même qu'on peut re
onstituer la métrique en 
onnaissant seulement les valeurs d'un
o
y
le pour les arêtes d'un domaine fondamental d'une triangualtion.
�Pour une métrique donnée, il y a un 
o
y
le pour 
haque triangulation. En fait, si on a seulement troispoints singuliers, il n'y a qu'une triangulation possible, et dans les autres 
as, pour des triangulationsdi�érentes d'une même métrique, les 
o
y
les 
orrespondants à 
es triangulations sont équivalents dansun sens que l'on va dé�nir.Dé�nition 2.8 Soient deux 
o
y
les, Z et Z ′, dé�nis pour les triangulations respe
tives T et T ′ d'unemême métrique qui di�èrent au plus d'un �ip et tels que pour toute arête e hors du 4-gone qui dé�nit le�ip, Z(e)=Z'(e). On dit alors que Z et Z' sont en relation.On peut dé�nir formellement la relation : le polygone où intervient le �ip est formé de quatre arêtes

e1, e2, e3, e4 orientées dans le sens dire
t, qui relient su

essivement les quatre points singuliers, et d'une
inquième notée e5, qui est la diagonale. On dé�nit la relation
ZℜZ ′ ⇔ { Soit Z ′(e5) = −Z(e1) − Z(e2)

Soit Z ′(e5) = −Z(e1) − Z(e4)
(12)



2 CONSTRUCTION DE THURSTON 8(pour une orientation adéquate de e5).On note ℜ la relation engendrée par ℜ, 
'est-à-dire que s'il existe n 
o
y
les Zi tels que Zi est enrelation ave
 Zi+1, ave
 Z = Z1 et Z ′ = Zn, alors
ZℜZ ′ ⇔ ZℜZ2ℜ...ℜZn−1ℜZ ′. (13)Proposition 2.9 La relation ℜ est une relation d'équivalen
e. De plus, pour 
haque métrique et pour le
hoix d'une orientation, il y a une seule 
lasse d'équivalen
e : pour 
haque métrique et orientation, deuxtriangulations de la métrique dé�nissent des 
o
y
les en relation.Preuve : La première 
ondition dans la dé�nition de la relation 
on
erne le 
as où, pour 4 points, latriangulation est la même. Cette 
ondition est en fait trivialement donnée par la propriété des 
o
y
les,et on a don
 bien que ZℜZ. ℜ est transitive puiqu'elle est engendrée par ℜ.La propriété des 
o
y
les donne les relations
Z(e5) = −Z(e1) − Z(e2) ; (14)
Z(e5) = Z(e3) + Z(e4) ; (15)
Z ′(e5) = −Z ′(e1) − Z ′(e4) ; (16)
Z ′(e5) = Z ′(e2) + Z ′(e3). (17)De plus on remarque que si ZℜZ ′, on a for
ément les égalités

Z(e1) = Z ′(e1), Z(e2) = Z ′(e2), Z(e3) = Z ′(e3), Z(e4) = Z ′(e4). (18)On montre alors que si ZℜZ ′ alors Z ′ℜZ :� Si Z et Z ′ sont issus de la même triangulation, on est dans le 
as
Z ′(e5) = −Z(e1) − Z(e2) ; (19)� Sinon

ZℜZ ′ ⇔ Z ′(e5) = −Z(e1) − Z(e4) (20)
⇔ −Z ′(e1) − Z ′(e4) = −Z(e1) − Z(e4) (21)
⇔ −Z ′(e1) − Z ′(e4) − Z ′(e2) + Z ′(e2) = −Z(e1) − Z(e4) + Z(e2) − Z(e2) (22)
⇔ −Z ′(e1) − Z ′(e2) − Z ′(e4) + Z ′(e2) = Z(e5) − Z(e4) + Z(e2) (23)
⇔ Z(e5) = −Z ′(e1) − Z ′(e2) (24)
⇔ Z ′ℜZ. (25)La proposition 2.5 indique que tous les 
o
y
les sont en relation.

�Dé�nition 2.10 On appelle les 
lasses d'équivalen
e Z modulo ℜ des 
o
y
les généralisés. Comme le
o
y
le généralisé ne dépend pas de la triangulation, on peut parler du 
o
y
le (généralisé) asso
ié à unemétrique.Point de vue 
ohomologique On peut traduire 
e résultat en terme de 
ohomologie d'un 
omplexesimpli
ial sur lequel agit le groupe fondamental d'un élément m0 (i.e. une triangulation de m0) à valeurdans C. Deux triangulations d'une même métrique sont alors 
ohomologues, et le 
o
y
le généralisé estla 
lasse de 
ohomologie du 
y
le fondamental du premier groupe de 
ohomologie.Une autre façon de voir est de 
onsidérer une (C, Isom(C))-stru
ture sur la sphère moins ses points sin-guliers, le 
o
y
le peut être donné par l'appli
ation développante, et h0 désigne alors la partie orthogonale(la rotation) de l'holonomie d'un la
et γ. Les 
o
y
les peuvent alors être dé
rit en terme de 
ohomologiedes groupes, et ils paramétrent des déformations in�nitésimales de la métrique singulière sur la sphère.Ce point de vue, ainsi que les relations entre l'arti
le de Turston et 
elui de Deligne et Mostow [DM86℄,a été étudié par Mar
 Troyanov dans un do
ument, qui, malheureusement, n'existe jusqu'à aujourd'huique sous forme de manus
rit, et n'est don
 pas a

essible.Ces deux aspe
ts (
ohomologie et holonomie) ne seront pas utilisés i
i.



2 CONSTRUCTION DE THURSTON 92.3 Stru
ture hyperbolique 
omplexe sur l'ensemble de métriquesOn va étudier non pas C(α1, .., αn), mais, 
e qui revient au même, Z(α1, .., αn), l'ensemble des 
o
y
lesgénéralisés asso
iés aux métriques de C(α1, .., αn).Proposition 2.11 On peut munir Z(α1, .., αn) d'une stru
ture de variété 
omplexe de dimension n-2.Preuve : On va dé�nir un atlas sur Z(α1, .., αn). Deux 
o
y
les sont dans la même 
arte si l'un peutêtre obtenu à partir de l'autre par une petite déformation de l'image de la triangulation dans C. Si Zest dans la même 
arte que Z ′, il dé�nit une métrique m, et 
ette métrique peut être obtenue par unautre 
o
y
le, lui-même obtenu par une petite déformation d'un 
o
y
le dé�nissant une autre métrique.Il s'agit de deux 
artes di�érentes de Z(α1, .., αn), ou autrement dit, une 
arte est donnée par le 
hoixd'une triangulation.On montre d'abord que les appli
ations de 
oordonnées sont à valeur dans Cn−2, 
e qui revient àregarder sur 
ombien d'arêtes on doit 
onnaitre la valeur du 
o
y
le pour pouvoir retrouver toutes lesvaleurs du 
o
y
le. On 
hoisit un sommet S dans la triangulation d'un domaine fonda-mental et on prend un arbre (
onnexe) maximal dans le 1-squelette de latriangulation des n sommets moins S.Supposons que la valeur de l'image par le 
o
y
le soit 
onnue pour
haque arête de l'arbre, alors on 
onnaît les valeurs de toutes les imagesdes arêtes de la triangulation par la propriété des 
o
y
les, sauf 
ellespour les arêtes ayant S pour sommet. On note X l'image de l'arbre dans
C. On applique alors su

essivement à X les rotations de 
entres les som-mets 
onnus de la triangulation et d'angles les 
�ne-angles à 
es sommets ;dans le 
as où la 
omposée de deux rotations su

essives est une transla-tion, 
'est-à-dire quand la somme des deux angles est 2kπ, on 
onsidèrequ'il s'agit d'une rotation d'angle 0. A la �n de 
ette opération, on obtient
X modulo une rotation, 
ar la somme des 
�ne-angles est un multiple de
2π, et il nous manque la rotation de 
entre l'image de S. L'image de S estalors for
ément le point �xe de 
ette rotation, et les valeurs manquantesdu 
o
y
le sont les di�éren
es entre l'image S et les images des sommets
on
ourants.La �gure 
i-
ontre est un exemple ave
 les angles

(10π/6, 10π/6, 10π/6, 4π/6, 2π/6).On applique les 4 premières rotations aux quatre sommets, et le 
entre de la rotation d'angle 2π/6 quipermet de passer de la première �gure à la dernière est le sommet manquant.Or un arbre maximal dans un ensemble de n sommets moins un a n− 2 arêtes, 
ar dans un arbre, lenombre de sommets moins le nombre d'arêtes est égal à 1.Il faut véri�er que les 
hangements de 
artes sont holomorphes. Pour 
hanger de 
arte, il su�t depasser d'une triangulation à l'autre, 
e qui se fait par une su

ession de �ips, 
e qui revient à faire plusieursfois l'opération Z ′(e5) = −Z(e1) − Z(e2) (ou Z ′(e5) = −Z(e1) − Z(e4)), ave
 les notations de la se
tionpré
édente, qui est une appli
ation linéaire de Cn−2 dans Cn−2.
�En d'autres termes, un 
o
y
le (et don
 une métrique) est dé�ni par la 
onnaissan
e de n−2 nombres
omplexes.On remarque que Z(α1, .., αn) est même muni d'une stru
ture de variété a�ne puisque les 
hangementsde 
artes sont C-linéaires, et que les valeurs possibles pour les 
o
y
les sont 
ontenues dans un 
�ne de

C
n−2, puisque si les valeurs (v1, .., vn−2) dé�nissent un élément de C(α1, .., αn), alors (λv1, .., λvn−2), λ ∈

R∗

+ aussi, 
ar les métriques sont dé�nies à homothéties près.



2 CONSTRUCTION DE THURSTON 10La suite est dans le même esprit que le 
hapitre pré
édent puisqu'on 
onsidère la forme d'aire surl'espa
e des 
o
y
les, issue d'une forme hermitienne sur Cn−2 :
AC(Z) =

−1

4

∑

triangles

iZ(e1)Z(e2) − iZ(e2)Z(e1), (26)dé�nie 
omme suit : les n − 2 nombres 
omplexes (v1, ..., vn) qui dé�nissent un 
o
y
le Z permettent dere
onstruire l'image d'un relevé d'une triangulation d'une métrique sur la sphère. AC(Z) est la sommedes aires des triangles de 
ette triangulation dans C (dans la formule, e1 et e2 sont deux arêtes su

essivespour le sens trigonométrique d'un triangle de la triangulation de la métrique sur la sphère dé�nie par Z).
AC ne dépend pas du 
hoix du relevé, ni même du 
o
y
le, puisque l'aire est invariante par �ip. Il s'agiten fait d'une forme bilinéaire sur l'ensemble des métriques (elle est 
ompatible ave
 les 
hangements de
artes (les 
hangements de triangulation) puisqu'invariante par �ip).Les 
o
y
les sont d'aire négative. En e�et, AC(Z) est toujours négative quand on tourne dans le senstrigonométrique : dans le sens dire
t, on a v1 = cos θ + i sin θ, v2 = cos θ′ + i sin θ′ ave
 θ′ ≥ θ, don
 :
iv1v2 − iv2e1 = cos θ sin θ′ − cos θ′ sin θ = sin(θ′ − θ) qui est positif puisque θ′ − θ est 
ompris entre0 et π.Remarque. On note une analogie, qui sera pré
isée ultérieurement, entre 
ette forme et 
elle utiliséepar Bavard et Ghys. En e�et, en prenant v1 = a1 + ib1 et v2 = a2 + ib2, on a iv1v2− iv2v1 = 2a1b2−2b1a2
e qui est quatre fois l'aire d'un triangle du plan, vue 
omme la moitié du produit extérieur entre lesve
teurs (a1, b1) et (a2, b2), formule utilisée par Bavard et Ghys.Le le
teur alerte se doutera alors du résultat :Proposition 2.12 La forme AC est de signature (1, n-3).Preuve :Pour le 
as n = 4, l'aire est le déterminant d'une matri
e 2 × 2, qui est soit positif soit négatif, don
de signature (1,1).Pour n quel
onque on 
al
ule la signature par ré
urren
e en "remplaçant" deux points singuliers parun troisième, 
e qui permet de réduire le nombre de points singuliers. On 
hoisit une métrique m et on
oupe la sphère le long d'un segment géodésique tra
é entre deux points singuliers dont les singularitéssont d'angles α1 et α2, telles que α1 + α2 > 2π.Si n est est supérieur à 4, il existe toujours deux singularités dont la somme des 
�ne-angles estsupérieure à 2π. Sinon, 
omme 
ette 
ondition est équivalente au fait que la somme des 
ourbures inférieureà 2π, on aurait ∑

i=1..4 ki ≥ 4π, 
e qui 
ontredit la formule de Gauss-Bonnet, puisque 
omme n estsupérieur à 4, il y a au moins une 
inquième 
ourbure qui fait que la somme totale des 
ourbures eststri
tement supérieure à 4π.On a alors entre les deux points singuliers deux segments géodésiques de même longueur. On va re
ollerle long de 
es segments deux exemplaires d'un même triangle, dont les angles au sommet de l'arête quel'on 
olle sur les segments géodésiques sont π − α1/2 et π − α2/2. Un tel triangle (
'est-à-dire dé�ni parla longueur d'une arête et les deux angles asso
iés) existe toujours grâ
e à la 
ondition α1 + α2 > 2π,qui indique que la somme des deux angles est bien inférieure à π. L'angle au troisième sommet de 
etriangle est alors (α1 + α2)/2− π. On identi�e les deux autres arêtes de 
haque triangle ave
 leur doubleet on obtient ainsi un 
�ne. L'angle autour des deux points singuliers initiaux est maintenant 2π par
onstru
tion, il n'y a don
 plus de singularité, mais le sommet du 
�ne est un nouveau point singulier de
�ne-angle α1 + α2 − 2π (�gure 6).On obtient ainsi une nouvelle métrique ave
 (n − 1) points singuliers que l'on note p(m) (
'est uneélément de C(α1 + α2 − 2π, α3, .., αn)) et la signature de la forme d'aire sur C(α1 + α2 − 2π, α3, .., αn)est (1, (n − 1) − 3) par hypothèse de ré
urren
e.On note (v1, .., vn−3) les n − 3 nombres 
omplexes né
essaires pour dé
rire la métrique p(m). Onnote z0 une image du nouveau sommet, et on peut 
hoisir une triangulation telle que z0 n'a d'arêtes en
ommun qu'ave
 les images de deux autres sommets z3 et z4 (on 
onsidére que tous les autres sommetssont très loin). Ainsi z0 est le sommet de deux triangles d'une image d'une triangulation de p(m) : letriangle z0, z3, z4 et le triangle z0, z4, ρ(z3), où ρ(z3) est l'image de z3 par une rotation de 
entre z0 et
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g g

g

α2
α1 2π − α1

α1 + α2 − 2π

2π − α2

Fig. 6 �d'angle α1 + α2 − 2π. Quitte à réordonner les termes, on suppose que v1, v2, v3 sont les arêtes du premiertriangle, et v3, v4, v5 sont les arêtes du se
ond triangle.Les arêtes (v2, v4, v5, .., vn−3) et les sommets z3, z4 font partie de l'image d'une triangulation de m.On note v′1 et v′3 (resp. v′5 et v′6) les arêtes aja
entes à v2 (resp. v4) qu'il manque pour obtenir l'imaged'une triangulation de m. On note z1 (resp. z2) le troisième sommet de 
e triangle.
��
��
��
��

z0

z1 z2

V
ρ(z1)

T

ρ(z3)

z4

z3

v1

v′1

v2

v′6

v4

ρ(v′1)

v′5

v5

v′3
v3

a
b

ρ(a)ρ(z2)
−1

Fig. 7 �On 
onstruit une arête V qui relie z0 à z1. On note T le triangle z0, z1, z2. Comme les angles de 
etriangles sont 
onnus (par 
onstru
tion de p(m)), si on 
onnait V , on 
onnait bien sûr z1, mais aussi z2,et on 
onnait don
 v′1, v
′

3, v
′

5 et v′6. En d'autres termes, si on 
onnait (v1, .., vn−3, V ), on peut re
onstruire
m : 
es n − 2 nombres 
omplexes dé
rivent un 
o
y
le asso
ié à m.On note a l'interse
tion de (z0, z3) ave
 (z1, ρ(z2)

−1) (don
 ρ(a) est l'interse
tion de (z0, ρ(z3)) ave

(z2, ρ(z1))). Il se peut que (z0, z4) n'interse
te pas (z1, z2), mais alors (z0, z3) l'interse
te, et il su�t de
hanger les notations. En e�et, le triangle T ne peut être 
ontenu à l'intérieur du triangle (z0, z3, z4) par
onstru
tion de p(m).L'aire du 
o
y
le asso
ié à p(m) est par dé�nition l'aire du 
o
y
le asso
ié à m plus l'aire de T etles aires de (z0, a, z1) et (z0, z2, ρ(a)). Si on identi�e (z0, a) et (z0, ρ(a)), on obtient un autre 
opie de T ,don
 la di�éren
e entre les deux aires est deux fois l'aire de T .L'aire du triangle T est donnée par une 
onstante (qui ne dépend que des angles de T , qui sont �xés)multiplié par la norme au 
arré de V (formule de Héron). La quantité λ|V |2 désigne ainsi deux fois l'airede T , où λ est un réel �xé.On note A la forme d'aire asso
iée à p(m) et A 
elle asso
iée à m, on a une dé
omposition orthogonalede A :

A(v1, .., vn−3, V ) = A(v1, .., vn−3) − λ|V |2. (27)



2 CONSTRUCTION DE THURSTON 12La signature de A est (1, (n − 1) − 3 + 1) = (1, n − 3).
�En fait on ne 
onsidère que les 
o
y
les d'aire égale à -1, puisque les métriques sur la sphère sontdé�nies modulo les homothéties, 
e qui revient à quotienter la stru
ture a�ne 
omplexe de Z(α1, .., αn)par C∗. On obtient alors le modèle de l'hyperboloïde de l'espa
e hyperbolique 
omplexe CH

n−3. Onrappelle que CH
n−3 est de 
ourbure se
tionnelle non 
onstante et 
omprise entre −4 et −1, son grouped'isométries est PU(n − 3, 1), et le groupe des isométries préservant l'orientation est SU+(n − 3, 1)([Eps87℄, [Gol99℄, [BH99℄).Par identi�
ation de C(α1, .., αn) ave
 Z(α1, .., αn), C(α1, .., αn) est un re
ollement de mor
eaux de

CH
n−3 
ompatible ave
 la métrique hyperbolique 
omplexe.Théorème 2.13 L'ensemble C(α1, .., αn) est une variété modelée sur CH

n−3.On va noter C(α1, .., αn) la 
omplétion de C(α1, .., αn), 
e qui signi�e qu'on ajoute à C(α1, .., αn) lesmétriques 
orrespondant à la �fusion� de 
ertains points singuliers :Dé�nition 2.14 La strate de 
odimension 0 de C(α1, .., αn) est C(α1, .., αn).La strate de 
odimension 1 de C(α1, .., αn) est 
onstituée de métriques ayant n−1 points singuliers ;elles sont issues de métriques de C(α1, .., αn) dont deux points singuliers sont su�sament pro
hes. Unemétrique de la strate est la limite d'une suite de métriques dé�nie par le rappro
hement de 
es pointssinguliers. Elle donne un nouveau point singulier (ave
 un nouveau 
�ne-angle), appelé la fusion desdeux points singuliers, qui dé�nit la strate.La strate de 
odimension p+1, est 
onsituée de métriques issues de la fusion d'un point singulierdé�nissant une strate de 
odimension k et d'un point singulier dé�nissant une strate de 
odimension k′,ave
 k + k′ = p, 0 ≤ k, k′ ≤ p − 1.Lemme 2.15 La fusion de deux points singuliers ne peut avoir lieu que si la somme de leurs 
�ne-anglesest stri
tement supérieure à 2π.
x1 x2d

d

r

d

α1 − π Fig. 8 �Preuve : Notons d la longueur du segment géodésique entre les points singuliers x1 et x2 de 
�ne-angles respe
tifs α1 et α2. On 
onsidère un la
et à distan
e r de 
e segment. La longueur de 
e la
et est
2d + r(α1 + α2 − 2π). Quand x1 se rappro
he de x2, d tend vers 0, et si α1 + α2 n'est pas stri
tementsupérieur à 2π, la longueur du la
et devient négative.

�Dans la preuve de 2.12 page 10 on a 
al
ulé que l'angle de la nouvelle singularité obtenue après fusionde deux points singuliers d'angles αi et αj est α1 + α2 − 2π.Le fait vraiment remarquable est que l'angle dans C(α1, .., αn) autour d'une strate de 
odimension 1est le même que l'angle autour de la nouvelle singularité dans S2 qui dé�nit 
ette strate :Proposition 2.16 Soit S une strate de C(α1, .., αn) dans laquelle deux singularités de 
�ne-angle αi et
αj ont fusionné. Si αi = αj , alors l'angle autour de la strate est αi − π, sinon 
'est αi + αj − 2π.Preuve : On 
onsidére la même situation et les mêmes notations que dans la preuve de la proposition 2.12page 10. On déduit de la dé
omposition de la forme d'aire que p(m) est le projeté orthogonal de m surun hyperplan ve
toriel de Cn−2 dont l'interse
tion ave
 l'hyperboloïde est la strate S. On note toujours
p(m) le normalisé pour la forme d'aire, qui est alors le projeté orthogonal de m sur S dans C(α1, .., αn).



2 CONSTRUCTION DE THURSTON 13L'idée est de faire "tourner" V autour de zp. On 
hoisit une valeur de départ pour V , que l'on note
V0, et on dé�nit Vt = eitV0 (on suppose que zp est l'origine). Pour 
haque valeur de t, on a une métriquede mt de C(α1, .., αn) dont la proje
tion orthogonale sur S est p(m). L'aire du triangle T ne varie paspar 
ette opération, don
 tous les mt sont à même distan
e √

λ|V | de p(m) dans Cn−2, et à une distan
eéquivalente quand |V | tend vers 0 dans C(α1, .., αn), on dé
rit ainsi un 
er
le autour de S. Il est paramétrédans Cn−2 par γ(t) = (v1, .., vn−3, Vt). Si on é
rit V0 = |V |eiθ, on a γ′ = d
dt |t=0γ(t) = (0, .., 0, i|V |eiθ).Si les deux angles α1 et α2 sont égaux, on revient à la 
on�guration initiale au bout d'un demi-tour,

p
p

x3

x3

x1 x2

x2

x1

Fig. 9 �
Vt

zp

z2

z3
z1

zp

z2

z1

z3

V0

zpFig. 10 �
'est-à-dire un tour d'angle 1/2(α1+α2−2π) : V1/2(α1+α2−2π) = Vα1−π = V0. Sinon on a Vα1+α2−2π = V0.Dans les deux 
as, on dé
rit une fois un 
er
le dans C(α1, α2, .., αn) autour de S.On 
onsidére que les angles sont di�érents (la preuve est la même dans le 
as d'angles égaux) et onnote α pour α1 + α2 − 2π. La longueur du 
er
le dans C(α1, .., αn) est
∫ α

0

A(γ′)
1

2 dt =

∫ α

0

√
λ|V | =

√
λα|V | 12 . (28)L'angle autour de S est égal à la limite quand |V | tend vers 0 de longueur divisée par le rayon, soit α.

�L'ensemble T .Dé�nition 2.17 On note T(α1, .., αn) l'ensemble des métriques eu
lidiennes à n singularités 
oniquessur la sphère de 
�ne-angles α1, .., αn tel que les points singuliers sont numérotés, 
'est-à-dire que si xiet xj sont deux points singuliers d'une métrique m ayant les mêmes 
�ne-angles, la métrique dé�nie eninter
hangeant xi et xj est di�érente de m.Par exemple, quand trois singularités ont le même 
�ne-angle dans une métrique, elle 
orrespondra àun seul point de C(α1, ..., αn), mais il y aura six points dans T(α1, .., αn), 
orrespondant aux six façonsd'ordonner les trois points singuliers. On dé�nit une relation d'équivalen
e sur T(α1, .., αn). L'ensemble
C(α1, ..., αn) est un quotient de T(α1, .., αn) pour la relation suivante :



3 LIENS ENTRE LES DEUX CONSTRUCTIONS 14Dé�nition 2.18 Si m et m' sont deux éléments de T(α1, .., αn), dé�nis respe
tivements par (x1, α1), ..., (xn, αn)et (x′

1, α
′

1), ..., (x
′

n, α′

n), tel qu'il existe s ∈ Sn, un élément du groupe des permutations d'un ensemble à néléments, tel que (x′

s(1), ..., x
′

s(n)) = (x1, ..., xn) alors
m ∼ m′ ⇔ (α′

s(1), ..., α
′

s(n)) = (α1, ..., αn). (29)On a C(α1, ..., αn) = T(α1, .., αn)/ ∼. Dans la suite on é
rira T au lieu de T(α1, .., αn), et on note T la
omplétion de T.3 Liens entre les deux 
onstru
tions3.1 Espa
e des métriques réellesPolygones et métriques sur la sphère. Les deux pré
édents 
hapitres ont montré que, par desméthodes similaires, on obtient un polyèdre hyperbolique réel dans un 
as, et un espa
e modelé surl'espa
e hyperbolique 
omplexe dans l'autre. La relation entre 
es deux espa
es vient de la relation entreun polygone et un polyèdre.La métrique induite sur un polyèdre de R3 (
onvexe 
ompa
t) par la métrique eu
lidienne est unemétrique plate sur les fa
es et les arêtes du polyèdre et singulière sur les sommets, et l'angle de lasingularité est égal à la somme des angles entre les arêtes de 
haque fa
e à 
e sommet.Chaque polyèdre de R3 à n sommets est topologiquement équivalent à la sphère et ave
 la métriqueinduite est un élément de C(α1, .., αn), où 
haque αi est la somme des angles des fa
es au ième sommetdu polyèdre. La ré
iproque est donnée par le théorème d'Aleksandrov qui sera énon
é page 16.On peut 
onsidérer un polygone à n sommets 
omme un polyèdre parti
ulier de R3 (un polyèdredégénéré), en re
ollant le polygone et son image par z 7→ z le long des arêtes 
orrespondantes. On obtientun espa
e topologiquement équivalent à la sphère, et la métrique induite est lo
alement eu
lidienne sur
ha
une des deux fa
es et des n arêtes, ave
 n singularités 
oniques d'angles deux fois 
elui au sommet
onsidéré du polygone. Si θ1, .., θn sont ses angles intérieurs, 
'est un élément de C(α1, .., αn), ave
 la
onvention : αi = 2θi.
Fig. 11 �Pour qu'un polygone soit 
onvexe, il faut que la somme de ses angles extérieurs soit 2π. Or l'angle extérieurentre deux arêtes à un sommet est exa
tement la moitié de la 
ourbure de la singularité 
orrespondante :la formule de Gauss-Bonnet est bien véri�ée.L'ensemble BG.Dé�nition 3.1 On note BG(θ1, .., θn) l'ensemble des polygones de R2 à angles intérieurs �xés et ordon-nés θ1, .., θn tels que ∑n

i=1 2π − θi = 2π, modulo les rotations, translations et homothéties.L'ensemble BG(θ1, .., θn) peut aussi se dé
rire 
omme un espa
e du type P~D (
f. première se
tion) ave

~D l'ensemble des demi-droites des dire
tions des arêtes d'un polygone initial dont les angles intérieurssont θ1, .., θn. On peut dé
rire BG(θ1, .., θn) 
omme un polyèdre hyperbolique.Si on permute l'ordre des angles, l'ensemble des demi-droites 
orrespondant ~D 
hange, mais 
omme laliste d'angles reste la même, les polygones dé
rits seront toujours 
onvexes, on a don
 un autre polyèdrede type P~D′ .On va dé�nir une relation d'équivalen
e sur l'ensemble des polyèdres du type BG(θ1, .., θn), pour uneliste d'angles θ1, .., θn �xée :Si θi+θi+1 < π, on note BG(θ1, .., θi+θi+1, .., θn) la fa
e de 
odimension 1 du polyèdre BG(θ1, .., θi, θi+1,
.., θn) 
orrespondant à la dégénères
en
e de l'arête du polygone initial issue des angles θi et θi+1. Les



3 LIENS ENTRE LES DEUX CONSTRUCTIONS 15polyèdres BG(θ1, .., θi+1, θi, .., θn) et BG(θ1, .., θi, θi+1, .., θn) sont di�érents mais l'un a une fa
e de 
odi-mension 1 qui est isométrique à une fa
e de 
odimension 1 de l'autre, et 
ette fa
e est dé�nie par
BG(θ1, .., θi + θi+1, .., θn). De plus, pour θ1, .., θn �xés, 
e sont les deux seuls polyèdres de type BG ayant
ette même fa
e, et ils n'ont que 
ette fa
e en 
ommun. On dit qu'on re
olle BG(θ1, .., θi, θi+1, .., θn)et BG(θ1, .., θi+1, θi, .., θn) si on re
olle les deux polyèdres le long de la fa
e 
ommune BG(θ1, .., θi +
θi+1, .., θn)On note G la relation engendrée par le re
ollement. En parti
ulier tous les polyèdres sont en relation,
ar pour une fa
e de 
odimension 1 donnée, il existe toujours un polyèdre di�érent ayant la même fa
e,il su�t d'inverser les deux angles 
on
ernés. C'est une relation d'équivalen
e, qui permet de dé�nir unnouvel espa
e :Dé�nition 3.2 On note BG1(θ1, ..., θn) l'ensemble 
onstitué de tous les polyèdres 
onstruits à partir detous les polygones initiaux 
onvexes que l'ont peut obtenir ave
 n angles intérieurs �xés (θ1, ..., θn), ave
re
ollement des fa
es 
ommunes de 
odimension 1 :

BG1(θ1, ..., θn) =
⋃

σ∈ Sn

BG(θσ(1), ..., θσ(n))/G. (30)Puisque toute les fa
es sont identi�ées, il s'agit d'un re
ollement de polyèdres hyperbolique réels dedimension n − 3.On peut même voir plus exa
tement qu'autour d'une fa
e de 
odimension 2, dé�nie par la dégénéres-
en
e de trois angles (θ1, θ2, θ3) du polygone initial, on identi�e deux à deux les fa
es de 
odimension 1de 6 polyèdres di�érents, 
orrespondants aux 6 permutations de l'ordre des angles.Par 
ontre, pour une permutation 
y
lique des angles, on a deux fois le même polyèdre (
e qui
orrespond à une permutation 
y
lique des demi-droites asso
iées (∆1, .., ∆n)), on introduit
BG2(θ1, ..., θn) = Zn\BG1(θ1, ..., θn). (31)Pour un polygone donné appartenant à BG2(θ1, ..., θn), son image par z 7→ z est aussi dans BG2(θ1, ..., θn),puisqu'il s'agit juste d'inverser l'ordre des angles. Ainsi, Z2 agit sur BG2(θ1, ..., θn), et l'ensemble
BG(θ1, ..., θn) = BG2(θ1, ..., θn)/Z2 (32)est formé de polyèdres dégénérés. Dans la suite, on é
rira BG au lieu de BG(θ1, ..., θn).Si θk = θk′ , les polyèdres BG(θ1, .., θk, .., θk′ , .., θn) et BG(θ1, .., θk′ , .., θk, .., θn) seront 
onsidérés
omme deux polyèdres distin
ts. On note BG

∼ = BG/ ∼ (∼ est la même relation que 
elle qui donne
C(α1, .., αn) = T(α1, .., αn)/ ∼).Proposition 3.3 L'ensemble BG se plonge isométriquement dans T (et BG

∼(θ1, .., θn) se plonge isométrique-ment dans C(α1, .., αn)).Dans la se
tion suivante, nous dé
rirons plus pré
isément 
ette in
lusion.Preuve : Il faut véri�er que l'immersion naturelle des polyèdres dégénérés dans les métriques sur lasphère est bien isométrique, or les métriques hyperboliques sont dé�nies par les formes d'aire, et la formed'aire sur les polygones est la restri
tion au plan réel de la forme d'aire sur les 
o
y
les.
�Dans le diagramme suivant, X

/G→ Y signi�e Y = X/G.
⋃

σ∈ Sn

BG(θσ(1), ..., θσ(n))
/G- BG1(θ1, ..θn)

Zn\- BG2(θ1, .., θn)
/Z2- BG(θ1, ..θn) ⊂ - T(α1, .., αn)

BG
∼(θ1, ..θn)

/ ∼
?

⊂- C(α1, .., αn)

/ ∼
?La 
onstru
tion de Kapovi
h et Millson. On peut aussi trouver 
e résultat (au quotient par Z2près semble-t-il) dans [KM95℄, qui part de l'étude d'ensembles de polygones à longueur des arêtes �xées.



3 LIENS ENTRE LES DEUX CONSTRUCTIONS 16Ils montrent que l'espa
e des modules est le même que 
elui des polygone à angles �xés que l'on étudie.Dans [KM96℄ ils étudient l'espa
e des modules des polygones de R3.3.2 Une forme réelle de TLe théorème d'Aleksandrov. Comme annon
é, 
e théorème permet de "voir" une métrique eu
li-dienne à singularité 
onique sur la sphère 
omme un polyèdre (
onvexe). On se référera à [Bus58℄, page128, pour un long s
héma de démonstration et des référen
es.Théorème 3.4 (Aleksandrov) Pour 
haque métrique m lo
alement eu
lidienne sur la sphère S2 ave
des singularités à 
ourbures singulières positives il existe un unique polyèdre de R3, à isométrie près, quipeut être dégénéré, tel que la métrique induite sur son bord soit m.On note φ la symétrie des polyèdres de R
3 par rapport à un plan, à isométrie près.L'orientation des 
o
y
les. On a dé�ni l'ensemble des 
o
y
les Z(α1, .., αn) en partant d'une orien-tation sur la sphère, pour laquelle les 
o
y
les sont d'aire positive. Si on �xe l'orientation inverse sur lasphère (et don
 sur les triangulations), on obtient un nouvel ensemble de 
o
y
les qui est en bije
tionave
 le premier, et dont 
haque 
o
y
le est d'aire -1 pour la forme quadratique −A. On note le premierensemble Z+(α1, .., αn) (que l'on notait jusque là Z(α1, .., αn)) et le se
ond Z−(α1, .., αn) .La symétrie sur les 
o
y
les. On note T une triangulation orientée positive d'une métrique m,issue d'une triangulation des fa
es du polyèdre asso
ié à m donné par le théorème d'Aleksandrov, et T ∗une triangulation orientée négative d'une métrique m′. m′ est la métrique 
orrespondant à l'image parla symétrie φ du polyèdre 
orrespondant à m, et T ∗ est la triangulation issue de l'image par φ de latriangulation des fa
es du polyèdre. On dé�nit l'appli
ation

φM : C(α1, .., αn) → C(α1, .., αn)

m 7→ m′,
(33)qui est l'analogue de φ sur les 
o
y
le, appelée symétrie sur les métriques :

�� - @@

�
��

@
@@

�
��

D
DD

dé�nie par la symétrie sur les 
o
yles :
φC : Z+(α1, .., αn) ⊔ Z−(α1, .., αn) −→ Z−(α1, .., αn) ⊔ Z+(α1, .., αn)

(

Z :
T → C

e 7→ Z(e)

)

7→
(

φC(Z) :
T ∗ → C

e 7→ −Z(e)

)

, (34)où ⊔ désigne l'union disjointe. On remarque que les éléments de Z+ sont envoyéssur Z− et ré
iproquement.Corollaire 3.5 Les métriques induites sur des polyèdres dégénérés sont invariantespar φM .Preuve : En e�et, le polyèdre qui représente un métrique issue d'un polygone est lepolygone lui-même (doublé ave
 identi�
ation des 
�tés et une orientation di�érentesur 
haque fa
e). Don
 à isométrie près, il est invariant par symétrie planaire.
�Dé�nition 3.6 Une symétrie σ sur une variété hyperbolique 
omplexe est une involution isométriqueanti-holomorphe (i.e. dσ(iv) = −idσ(v)). Une forme réelle est l'ensemble des points �xes d'une symétrie.Proposition 3.7 L'appli
ation φC est une symétrie.Preuve : Il est 
lair que φC est involutive et anti-holomorphe, don
 il faut juste véri�er qu'elle estisométrique.Soient {e1, e2, e3} les arêtes d'un triangle orientés dans le sens dire
t, pour un triangle d'une triangu-lation asso
iée à un 
o
y
le Z.



4 STRUCTURES MÉTRIQUES DE BG ET T 17Le triangle {φC(Z)(e1), φC(Z)(e2), φC(Z)(e3)} est don
 un triangle orienté négativement, que l'onidenti�e au triangle orienté positivement {φC(Z)(e2), φC(Z)(e1), φC(Z)(e3)} et il reste à 
al
uler :
− 4AC(φc(Z)) =

∑

iφc(Z)(e2)φc(Z)(e1) − iφ(Z)(e1)φc(Z)(e2)

=
∑

i(−Z(e2)) (−Z(e1)) − i(−Z(e1)) (−Z(e2))

=
∑

iZ(e1)Z(e2) − iZ(e2)Z(e1) = −4AC(Z). (35)
�Il peut exister des métriques n'étant pas issues de polygones et qui sont des points �xes de φM . Ene�et, les points singuliers des métriques de C(α1, ...αn) ne sont pas numérotés, si on intervertit deuxpoints singuliers qui ont le même 
�ne-angle, on ne 
hange pas la métrique.Par exemple, 
onsidérons une métrique ave
 8 points singuliers, tous de même 
ourbure singulière, ettelle que le polyèdre qui la représente soit un 
ube. A 
e moment là il n'y a au
un moyen de distinguer
ette métrique (qui n'est pas issue d'un polygone) de son image par φ. Par 
ontre, si on numérote lespoints singuliers, on aura bien deux métriques di�érentes, puisque la symétrie 
hange l'empla
ement despoints.Ave
 une numérotation des points, les seuls polyèdres de R3 invariants par la symétrie sont les poly-gones et don
 les seules métriques qui sont des points �xes de φ dans T sont les métriques issues despolygones. Or par 
onstru
tion, BG 
ontient toutes les métriques de 
e type qu'il est possible de 
onstru-ire ave
 n angles donnés et leurs dégénéres
en
es. Don
 BG est exa
tement l'ensemble des points �xes de

φ. On a montré leThéorème 3.8 L'ensemble BG est une forme réelle de T.Nous verrons dans la se
tion 4 que T est dans 
ertains 
as un orbifold hyperbolique 
omplexe. La 
on-stru
tion que nous venons de faire permet don
 de dé
rire une 
omposante d'une forme réelle de 
ertainsorbifolds hyperboliques 
omplexes, les orbifolds de Thurston C(α1, .., αn) (
eux dont le revêtement �ni Test un orbifold). On peut même se demander s'il n'est pas possible de dé
rire des formes réelles de tousles orbifolds de Thurston par des 
onsidérations analogues, mais il faudrait étendre la 
onstru
tion quel'on a faite à 
ertains polyèdres symétriques.4 Stru
tures métriques de BG et TCertains résultats issus de l'arti
le de Thurston seront admis pour 
ette partie.4.1 Orbifolds et 
�ne-variétés(X,G)-variétés et orbifolds. Soit X une variété riemannienne 
omplète de dimension n et G ungroupe agissant sur X . Nous nous pla
erons dans le 
as où G est un sous-groupe du groupe des isométriesde X . Une (X, G)-variété M est un espa
e muni d'un atlas dont les 
artes sont di�éomorphes à desouverts de X et dont les 
hangements de 
artes sont des éléments de G. On munit M de la métriqueinduite par 
elle de X . Cette dé�nition est un 
as parti
ulier de (X, G)-stru
tures, pour plus de détailsvoir [Thu97a℄, [Thu97b℄, [BP92℄, [DCS00℄, [Rat94℄. On attire l'attention sur le fait qu'i
i X n'est pasfor
ément un espa
e à 
ourbure 
onstante.Un (X, G)-orbifold (on peut trouver le terme orbivariété en français) a la même stru
ture qu'une
(X, G)-variété, à la di�éren
e que les ouverts des 
artes de l'orbifold ne sont plus di�éomorphes à desouverts de X mais à des quotients des ouverts de X par des sous-groupes dis
rets de G, 
es groupesétant di�érents de point en point. On trouvera une dé�nition 
omplète dans [Thu97b℄, et de manière trèsdeveloppée dans [DCS00℄. Dans la suite on é
rira orbifold pour (X, G)-orbifold. Un orbifold est un bonorbifold si il est isométrique à un quotient global de X par un sous-groupe de G.Proposition 4.1 ([Rat94℄,�13.3) Si le revêtement universel d'un orbifold est métriquement 
omplet,alors 
'est un bon orbifold.



4 STRUCTURES MÉTRIQUES DE BG ET T 18La notion d'orbifold est une généralisation de la notion de variété. On peut en
ore �généraliser� enintroduisant les 
�ne-variétés.(X,G)-
�ne-variété. Voi
i la dé�nition �fairly intuitive� - à une 
orre
tion près - que Thurston donnedans son arti
le ([Thu98℄, p. 523). Pour une dé�nition dans le 
as où X est à 
ourbure 
onstante (don
en parti
ulier triangulable géodésiquement), on peut voir [DCS00℄ ou [BLP02℄.Dé�nition 4.2 Pour un point p de X, la sphère normale (ou link) en p est l'espa
e des germes desegments géodésiques d'origine p de vitesse unitaire.Pour un point p �xé, la sphère normale en p est une variété de dimension la dimension de X moins 1,que l'on note Xp.Soit Gp le stabilisateur de p. C'est un sous-groupe du groupe des isométries de Xp, on peut don
parler de (Xp, Gp)-stru
ture.On dé�nit une (X, G)-
�ne-variété par ré
uren
e sur la dimension. Si X est de dimension 1, une
(X, G)-
�ne-variété est une (X, G)-variété.Soit X de dimension n et Y est une (Xp, Gp)-
�ne-variété 
ompa
te et 
onnexe (
et objet est biendé�ni puisque de 
odimension 1). On va 
onstruire le 
�ne de rayon r (ou r-
�ne) de Y . On 
hoisit r assezpetit de telle sorte que que la restri
tion à la boule de rayon r de TpX de l'appli
ation exponentielle de Xen p soit un plongement sur X . On voit à partir de maintenant la sphère normale Xp de X en p 
ommela sphère de rayon r de TpX .

Y étant une (Xp, Gp)-variété, il est 
onstitué d'ouverts de Xp re
ollés d'une 
ertaine façon. On re
olleles 
�nes de TpX dé�nis par 
es ouverts de la même façon que les ouverts de Xp sont re
ollés pour former
Y . Cette opération est bien dé�nie, puisque Gp agit à la fois sur l'ensemble des dire
tions des rayonsgéodésiques et sur 
es rayons.On plonge ensuite les 
�nes de TpX dans X à l'aide de l'appli
ation exponentielle, et on les re
olle dela même façon que dans TpX : on obtient ainsi le r-
�ne de Y .

g ∈ Gp

Xp

p

pFig. 12 �Dé�nition 4.3 Une (X, G)-
�ne-variété est un espa
e tel que 
haque point ait un voisinage isométriqueau r-
�ne d'une (Xp, Gp)-
�ne-variété 1.Si le point a un voisinage isométrique à un voisinage de X , il sera dit régulier, et singulier sinon.Les points réguliers sont denses, et la 
�ne-variété est la 
omplétion de l'ensemble de ses points réguliers(ré
urren
e sur la dimension).1Il semble qu'il y ait une 
oquille dans l'arti
le de Thruston, page 524 ligne 4, il faudrait lire �[...℄ 
onne
ted (Xp, Gp)-
one-manifold� au lieu de �[...℄ 
onne
ted (Xp, Gp)-manifold�.



4 STRUCTURES MÉTRIQUES DE BG ET T 19Exemples. Dans le 
as où l'espa
e modèle est à 
ourbure 
onstante, une 
�ne-variété est un re
ollementde simplexes. Quand la 
ourbure n'est pas 
onstante, il n'existe pas for
ement d'hyperplans totalementsgéodésiques. Par exemple, il n'y a pas de sous ensembles totalement géodésiques de 
odimension réelle 1dans CH
n−3, pour n > 4.Chaque élément de C(α1, .., αn) est une 
�ne-variété eu
lidienne de dimension 2. Il n'y a que 17orbifolds eu
lidiens 
ompa
ts de dimension 2 à isométries près, et quatre 
lasses sont données par lesespa
es du type que nous 
onsidérons : C(π, π, π, π), C(2π

3 , 2π
3 , 2π

3 ), C(2π
3 , π, π

3 ) et C(π, π
2 , π

2 ). Hormis 
es
as, les sphères eu
lidiennes à singularités 
oniques ne sont pas des orbifolds.Dans le 
as d'un polyèdre de Coxeter, l'espa
e quotient par le groupe des isométries engendrées parles ré�exions par les fa
es du polyèdre est un orbifold ([Rat94℄, �13.5, théorème de Poin
aré).Les orbifolds sont des 
�ne-variétés. En e�et, si O est un (X, G)-orbifold, un voisinage d'un point ude O est isométrique au quotient du voisinage d'un point p de X par un sous-groupe dis
ret Γ de G. Enfait, il existe un voisinage U de u isométrique au quotient d'un voisinage de p par Γp, le stabilisateur de
p dans Γ, qui est un groupe �ni ([Rat94℄, théorème 13.2.3). Γp agit sur la sphère normale Xp, et Xp/Γpest un orbifold. Ainsi, U est isométrique au 
�ne de l'obifold Xp/Γp.Codimension des singularitésDé�nition 4.4 Un voisinage singulier d'un point p est un voisinage de p isométrique au 
�ne d'une
�ne-variété. Il est dit 
entré en p si p est le sommet du 
�ne.Si, pour un voisinage assez petit, le seul voisinage singulier d'un point singulier p est un voisinage
entré en p, alors p est dit de 
odimension n.Sinon il existe un point q tel que p est 
ontenu dans un voisinage singulier de q. On dé�nit alors la
odimension de p de façon indu
tive : le rayon géodésique partant de q et passant par p est un pointsingulier y de la (Xq, Gq)-
�ne-variété. La 
odimension de p est alors la 
odimension de y.Dé�nition 4.5 Une strate S de 
odimension k est une variété (sans bord) 
onnexe de dimension n− k
ontenue dans le lieu singulier de la 
�ne-variété, et maximale pour l'in
lusion, 
onstituée de pointssinguliers de 
odimension exa
tement k.La sphère normale (ou link) de S en un point x de S est l'espa
e des germes de segments géodésiquesd'origine x de vitesse unitaire orthogonaux à S. C'est une (Sk−1, G)-
�ne-variété de dimension k-1, ave

G un sous-groupe de SO(n), et un voisinage du point singulier x est un 
�ne de la sphère normale. Onpeut parler de la sphère normale de S 
ar elles sont indépendantes du point x à isométries près.Par exemple, si l'arbre 
i-
ontre représente le lieu singulier d'une 
�ne-variété de dimension3, 
haque arête (sans les sommets) de l'arbre est une strate de 
odimension 2, et les sommetssont des strates de 
odimension 3.Dé�nition 4.6 Le 
�ne-angle autour d'une strate singulière est la limite quand ǫ tend vers 0 de lalongueur divisée par ǫ d'une 
ourbe qui fait le tour de la strate en restant à distan
e ǫ.Le théorème de Poin
aré-Thurston Le théorème suivant va s'avérer très utile par le suite, il estdonné par Thurston à la page 532 de [Thu98℄. Il s'agit en fait d'une généralisation d'un théorème dePoin
aré.Théorème 4.7 Une 
�ne-variété C est un orbifold si et seulement si toutes les strates de 
odimension 2ont des singularités 
oniques d'angles de la forme 2π/n ave
 n entier.Preuve : Un groupe d'isométries qui préserve l'orientation et laisse invariant un sous-espa
e S de 
odi-mension k est un sous-groupe de SO(k). En e�et, dans l'espa
e tangent, 
e groupe d'isométries agit sur
Rk (le 
omplementaire du tangent à S) et préserve l'orientation.Supposons que C soit un orbifold, et S une strate de 
odimension 2. Les isométries qui laissent Sinvariantes sont un sous-groupe de SO(2), et 
omme 
e sous-groupe doit être �ni, il est né
essairementde la forme Z/nZ. Ainsi l'angle autour de S est de la forme 2π/n.
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iproque, on pro
éde par ré
urren
e sur la 
odimension de la strate singulière de la 
�ne-variété C. Si l'angle autour de la strate de 
odimension 2 est 2π/n, alors les voisinages des points de 
ettestrate sont des quotients d'ouverts par Z/nZ, 
e qui est une stru
ture d'orbifold.On suppose que C a une stru
ture d'orbifold dans le voisinage de toutes ses strates jusqu'à la 
odi-mension k. Soit S une strate de 
odimension k + 1, x un point de S et U un voisinage de x dans C. Onpeut é
rire 
e voisinage 
omme un �bré au-dessus d'un voisinage de x dans S dont la �bre est le 
�ne de
Nk, la sphère normale à S.On note N i la sphère normale d'une strate de 
odimension i + 1. Comme toutes les strates de 
odi-mension inférieures à k + 1 de C ont une stru
ture d'orbifold, les N i, i < k sont des orbifolds. Les stratesde Nk sont des N i, don
 Nk est un orbifold.Comme le revêtement universel de Nk est S

k, qui est métriquement 
omplet, alors Nk est un bonorbifold : il s'é
rit Nk = Sk/G, où G est un sous-groupe de SO(n). L'a
tion de G s'étend au 
�ne de Nk,don
 U est le quotient d'un voisinage de l'espa
e modèle X par G.
�4.2 Les orbifolds BG et TOn peut maintenant énon
er le prin
ipal résultat de l'arti
le de Thurston :Théorème 4.8 ([Thu98℄, 3.4 et 0.2) L'ensemble C(α1, .., αn) est une 
�ne-variété hyperbolique 
om-plexe de dimension (
omplexe) n-3 de volume �ni.Cette 
�ne-variété est un orbifold si et seulement si, pour 
haque paire ki, kj dont la somme s estinférieure à 2π, on a :(i) Soit ki 6= kj et alors (2π − s) divise 2π(ii) Soit ki = kj et alors (2π − s)/2 = (π − ki) divise 2πÉléments de la preuve :Nous admettons i
i que C(α1, .., αn) est une 
�ne-variété ([Thu98℄, 3.4). En terme de 
�ne-angles, le
as i) s'é
rit

2π − (ki + kj)|2π

c.a.d. π + αi − 2π + αj − 2π|2π

c.a.d. αi + αj − 2π|2π

c.a.d. αij =
2π

k
, k ∈ N, (36)
'est-à-dire que l'angle de la singularité autour de la strate de 
odimension 1 (réelle 2) doit être de laforme 2π

k , k ∈ N. Le résulat 2.16 et le théorème de Poin
aré-Thurston 4.7 indiquent alors qu'il s'agit d'unorbifold.Comme pour les polyèdres de Bavard et Ghys, C(α1, .., αn) n'a qu'un nombre �ni de points à l'in�niet est 
ompa
t s'il n'a pas de points à l'in�ni. Un point à l'in�ni 
orrespond aux 
as où les métriquesdégénérent en une métrique de diamètre in�ni. Ce
i arrive quand des métriques s'appro
hent de 
ylindreseu
lidiensn (qui sont "très long et très �ns"), 
e qui n'est possible que quand la somme des 
ourbures à
haque extrémité du "
ylindre" est 2π, don
 quand l'ensemble des 
ourbures peut se dé
omposer en deuxsous-ensembles dont la somme des 
ourbures est 2π. Il faut véri�er que les ensembles de telles métriquessont 
onnexes ([Thu98℄, p. 534). On a ainsi un moyen simple de déterminer les 
�ne-variétés 
ompa
tes :
'est le 
as si et seulement si la liste des angles ne peut s'é
rire en deux listes disjointes dont la sommede 
ha
une est 2π.
�Comme C(α1, .., αn) est métriquement 
omplet, 
'est un bon orbifold :



4 STRUCTURES MÉTRIQUES DE BG ET T 21Corollaire 4.9 Si C(α1, .., αn) est un orbifold, il est de la forme
CH

n−3/Γ (37)où Γ est un sous-groupe dis
ret de SU+(n − 3, 1).Ce
i 
onduit immédiatement à l'énon
é :Théorème 4.10 L'ensemble T(α1, .., αn) est une 
�ne-variété hyperbolique 
omplexe de dimension (
om-plexe) n-3 de volume �ni.Cette 
�ne-variété est un orbifold si et seulement si, pour 
haque paire ki, kj dont la somme s estinférieure à 2π, on a (2π − s) divise 2π. Dans 
e 
as, T(α1, .., αn) est de la forme CH
n−3/Γ où Γ est unsous-groupe dis
ret de SU+(n − 3, 1).Le fait remarquable étudié dans la proposition 2.16 est que dans le 
as où les 
�ne-angles sont di�érents,l'angle de la singularité autour de la strate de la 
�ne-variété est le même que l'angle de la singularitéautour du nouveau point singulier qui dé�nit la strate.Or 
'est justement la 
onstru
tion de T qui permet de se ramener à 
e 
as, puisqu'on numérote lespoints singuliers, ainsi le 
as d'égalité entre deux 
�ne-angle n'est plus pris en 
ompte.C'est la di�éren
e essentielle entre T et C : pour deux singularités, dans le 
as où αi = αj , l'angle dela singularité autour de la strate de T 
orrespondante est αi + αj − 2π, et non plus αi − π 
omme dansle 
as de C, 
'est-à-dire que l'on double la valeur de 
et angle. Ainsi, les 
onditions pour que T soit unorbifold sont plus restri
tives que pour C.Voi
i, parmis les 97 
as donnés par Thurston où C est un orbifolds, les 36 où T est un orbifold (lesnuméros renvoient à 
eux du tableau donné dans [Thu98℄) :

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 57, 65, 66, 67, 68,

69, 70, 71, 72, 73, 74, 75, 78, 79, 85, 89. (38)Le 
as BG.Proposition 4.11 L'ensemble BG est une 
�ne-variété hyperbolique de volume �ni.Dans le 
as où 
'est un orbifold, il est de la forme
H

2/ΓR (39)où ΓR est un sous-groupe dis
ret de SO+(1, n − 3).Intéressons nous maintenant au 
as où le polyèdre de Bavard et Ghys est de Coxeter. C'est le 
as siles angles dièdres entre deux fa
es sont de la forme 2π/k, ave
 k entier. Bavard et Ghys ont montré quel'angle dièdre entre deux fa
es du polyèdre est donné expli
itement par la façon de dégénérer de deuxarêtes 
onsé
utives du polygone. Au niveau des métriques 
ela 
orrespond à la fusion de trois singularitésdont les angles sont données par les angles intérieurs su

essifs θ1, θ2, θ3 du polygone. La fusion est dansune strate de 
odimension 
omplexe 2, réelle 4. La strate de 
odimension réelle 2, 
elle qui détermine lastru
ture d'orbifold pour la 
�ne-variété de Thurston, n'intervient don
 pas a priori, 
e qui donne lieu àtrois remarques :- Bien que la 
onstru
tion de Bavard et Ghys puisse être vue 
omme analogue à la 
onstru
tion deThurston, il n'y a pas de liens dire
ts entre leurs théorèmes respe
tifs.- Sur le polygone, le nouvel angle obtenu après dégénéres
en
e de deux arêtes 
onsé
utives est θ1 + θ2 +
θ3 − 2π, mais il n'a a priori pas de rapport ave
 l'angle dièdre des deux fa
es. On n'est don
 pas plusavan
é pour un 
al
ul simple du birapport en terme d'angles des droites.- Que la 
�ne-variété C(α1, .., αn) soit ou non un orbifold n'a pas de rapport dire
t ave
 le fait que lepolyèdre soit de Coxeter ou non, voir plus loin.S'il n'y a pas de lien entre les polyèdres de Bavard et Ghys et les 
�ne-variété de Thurston, on sedemande si il peut y en avoir entre BG, qui est une 
�ne-variété par 
onstru
tion, et T. Cette questionest abordée dans la se
tion suivante.Le fait que les polyèdres soient ou non de Coxeter n'a pas de rapport ave
 le fait que BG soit ou nonun orbifold, puisqu'autour d'une même fa
e de 
odimension 2 il y a en général plusieurs fa
es identi�ées,
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 même si au
un angle dièdre n'est de la forme 2π/k, k ∈ N (i.e. il n'y a pas de polyèdre de Coxeter),leur somme peut être de la forme 2π/k, k ∈ N (i.e. BG est un orbifold), et inversement tous les polyèdrespeuvent être de Coxeter sans que BG soit un orbifold.On pourrait aussi théoriquement 
al
uler l'angle autour de la fa
e de 
odimension 2 en additionnantles 6 angles dièdres, mais 
ela semble 
ompliqué en pratique puisque la formule pour 
al
uler les anglesdièdres du théorème de Bavard et Ghys n'est pas très maniable.On peut se demander si l'analogue du théorème de Thurston dans le 
as BG est vrai, 
'est-à-dire sipour avoir des exemples d'orbifolds hyperboliques réels, il su�t de trouver des listes d'angles tels quepour 
haque triplet α1, α2, α3 tel que la somme soit stri
tement supérieure à 4π, l'angle α1 +α2 +α3−4πest de la forme 2π/k, ave
 k entier positif. Or 
e
i est faux, la quantité α1 + α2 + α3 − 4π n'a au
unrapport ave
 la somme des angles dièdres, on peut fa
ilement trouver des 
ontre-exemples.Pour 
on
lure 
ette partie, on démontre le résultat suivant, dont la 
onsèquen
e dire
te est que laliste d'orbifolds de la forme T, donnée pré
édement, fournit autant d'exemples d'orbifolds hyperboliques(réels).Théorème 4.12 Une forme réelle d'un bon orbifold hyperbolique 
omplexe est un bon orbifold hyper-bolique réel.On note MC = CH
n/Γ où Γ est un groupe dis
ret agissant par isométries sur l'espa
e hyperbolique 
om-plexe et on note π la proje
tion de 
elui-
i sur MC (les isométries 
onsidérées i
i préservent l'orientation,puisque les orbifolds sont orientés). MC est un orbifold hyperbolique 
omplexe, on note Mo

C l'ensemblede ses points réguliers, σ une symétrie de MC (au sens où on l'avait dé�ni) et MR l'ensemble des points�xes de σ. Soit x0 un point de M0
C qui appartient à MR et y0 ∈ CH

n un relevé de x0, on dé�nit σ̃ 
ommeétant l'unique relevé à CH
n de σ tel que σ̃(y0) = y0. Ce relevé est bien dé�ni sur Mo

C, et se prolonge pardensité à tout MC.
CH

n σ̃−−−−→ CH
n

π





y





y

π

MC
σ−−−−→ MC

(40)Proposition 4.13 L'appli
ation σ̃ est une symétrie.Preuve : Par relèvement, σ̃ est isométrique et anti-holomorphe.Il reste à véri�er que 
'est une involution. On va montrer que l'espa
e
Ω = {y ∈ CH

n|σ̃2(y) = y} (41)(qui est non-vide puisqu'il 
ontient y0) est ouvert et fermé. Ω est fermé par 
ontinuité de σ̃. Pour montrerque Ω est ouvert, on introduit
Ω′ = {y ∈ CH

n|π(y) ∈ Mo
C : σ̃2(y) = y} = Ω ∩ π−1(M0

C). (42)Soit y ∈ Ω′, on note (yn)n une suite de points de Ω′ qui 
onvergent vers y et on pose xn = π(yn), ∀n.Comme σ est ouverte, pour n assez grand σ̃(yn) 
onverge vers σ̃(y) et don
 σ̃2(yn) 
onverge vers σ̃2(y) =
y : σ̃2(yn) 
onverge vers y′. De plus, 
omme σ2(xn) = xn ∀n, σ̃2(yn) et y′ sont dans la même orbite pourtout n. Les orbites étant dis
rètes, σ̃2(yn) = yn pour n assez grand. Ce qui signi�e que Ω′ est ouvert, etpar densité de Mo

C, Ω est ouvert.
�Or les formes réelles de CH

n sont isométriques à H
n. En e�et, les espa
es tangents des formes réellessont des sous-espa
es réels de dimension (réelle) n des espa
es tangents de CH

n et les isométries hyper-boliques 
omplexes agissent de manière transitive sur 
es espa
es. Il y a en fait une 
orrespondan
e entreles sous-espa
es réels de dimension (réelle) n des espa
es tangents de CH
n et les formes réelles de CH

n(voir [Gol99℄, 
hap. 3). Ainsi, les formes réelles sont toutes isométriques. Pour 
on
lure il su�t de voir quela forme réelle pour la symétrie issue de l'appli
ation z 7→ z de Cn+1 dans Cn+1 est l'espa
e hyperboliqueréel.
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