LES GEOMETRIES DE HILBERT SONT A GEOMETRIE
LOCALE BORNEE

par
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Résumé. — On montre que la géométrie de Hilbert d’un domaine convexe de R™
est & géométrie locale bornée c-a-d que pour un rayon fixé, toutes les boules sont
bilipschitz & un domaine de R™ euclidien. On en déduit que si la géométrie de Hilbert
est hyperbolique au sens de Gromov, alors le bas de son spectre est strictement positif.
On donne un contre-exemple en dimension trois qui montre que la réciproque n’est
pas vraie pour les géométries de Hilbert non planes.

Abstract (Hilbert geometry have bounded local geometry). — We prove
that the Hilbert geometry of a convex domain in R™ has bounded local geometry,
i.e., for a given radius, all balls are bilipschitz to a euclidean domain of R". As a
consequence, if the Hilbert geometry is also Gromov hyperbolic, then the bottom of
its spectrum is strictly positive. We also give a counter exemple in dimension three
wich shows that the reciprocal is not true for non plane Hilbert geometries.

Introduction

Le but de cet article est de montrer que localement, toute géométrie de Hilbert
est proche de la géométrie euclidienne, et cela de maniere uniforme. En géométrie
métrique, le controle de la géométrie locale joue un réle croissant dans 1’étude des
quasi-isométries (voir par exemple le concept « d’espace métrique & croissance bornée
a une certaine échelle », [BS00] p. 294, ou encore [LP01], paragraphe 5). En géométrie
riemannienne, il est bien connu que la géométrie locale (notamment par I'intermédiaire
de la courbure et du rayon d’injectivité) intervient dans la démonstration de nombreux
théoremes. Cependant, si les géométries de Hilbert sont naturellement munies d’une
métrique de Finsler, celle-ci est seulement C°, ce qui exclu tout concept de courbure
proche de la notion riemannienne correspondante. Aussi, nous controlerons localement
la géométrie d’un point de vue métrique en demandant que les boules de rayon fixé
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soient uniformément bilipschitz & une partie de ’espace euclidien. Nous en déduirons
que I’hyperbolicité au sens de Gromov d’une géométrie de Hilbert implique la non-
nullité du bas du spectre : cela avait été démontré en dimension 2 dans [CV06], et
était conjecturé en dimension supérieure. La preuve que nous donnons ici est nouvelle
également en dimension 2, et plus simple que la précédente. Pour conclure avec cette
question, nous donnons un exemple montrant que contrairement a la dimension 2, il
n’y a pas de réciproque a ce dernier résultat en dimension supérieure.

Avant d’énoncer les résultats précis, rappelons qu'une géométrie de Hilbert (C,d¢)
est la donnée d’un ouvert convexe et borné C de R™ muni de la distance de Hilbert
de définie de la maniere suivante : pour toute paire de points distincts p et ¢ dans C,
la droite passant par p et ¢ rencontre le bord 9C de C en deux points distincts a et b
tels que la droite passe par a, p, ¢ et b dans cet ordre.

On définit alors

1
dC(Pv Q) = 5 ln[a7p7 q, b]
ou [a,p, q,b] est le birapport de (a,p,q,b) :

_ la—ale  llp =0l
lp—alle  llg— bl

la,p,q,b]

ol ||.|le désigne la norme euclidienne. On pose également de¢(p,p) = 0.

Sur C, on peut mettre une norme de Finsler CY, notée || - ||c, en procédant comme
suit : si p € C et u, € T,C = R", la droite passant par p et dirigée par u, coupe 0C
en deux points p™ et p~. On pose alors

lugle = & |( L 1 )
Upllc = < ||U
b 20\ p—ptlle  llp—p e

ol ||upl|e désigne la norme euclidienne de wu,,.

De plus, on utilisera dans la suite le fait que la distance de longueur induite sur C
par la norme ||.||¢ coincide avec d¢ — voir [SMOO] pour une justification détaillée de
cette derniere affirmation.

A cette norme de Finsler est associée une norme duale : si [,, est une forme linéaire
sur T,C, on pose

||Z;DHZ’ = SuP{lp(“p) tup € TpC, HupHC =1}.

Grace a la norme de Finsler, on construit une forme volume et une mesure sur C
(qui correspond en fait & la mesure de Hausdorff, voir [BBIO1] exemple 5.5.13).
Soient p € C et

TBe(p) = {up € T,€ =R" : [lupllc <1}
la boule unité de T,,C. Soit w,, le volume de la boule unité de ’espace euclidien R™ et

considérons la fonction h: C — R donnée par h(p) = wy/vole(TBc(p)) ol vol. est
le volume euclidien usuel.
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Alors la mesure pe (que nous nommerons mesure de Hilbert de C ; elle est également
connue sous le nom de mesure de Busemann) associée & || - || est définie ainsi : si
A C C est un borélien, on pose

e(A) = /A h(p)dvol. (p)

ol dvole(p) est la mesure de Lebesgue.
Si Q est un domaine avec Q C C, I'intégrale sur § par rapport & je d'une fonction
f définie sur €2 sera notée fQ f duc.

Remarque. Les résultats de cet article restent inchangés si on considere une me-
sure équivalente. En particulier, la mesure dite de Holmes-Thompson, qui est équiva-
lente par les inégalités de Santalo et Bourgain-Milman a la mesure de Hilbert, donne
les mémes résultats.

On définit le bas du spectre de C, que 'on note A1 (C), par analogie avec ce qui se
fait dans le cas des variétés riemanniennes de volume infini. On pose

/c s, 15 dpic (p)
/C F2(p)dpc(p)

ou l'infimum est pris sur toutes les fonctions lipschitziennes, non nulles, & support
compact dans C et ou pc est la mesure de Hilbert associée a C. L’expression ci-dessus
est appelée le quotient de Rayleigh de f.

La constante de Cheeger de C est définie par
(2) 1(C) = inf 209
U pc(U)
ou U décrit les ouverts de C d’adhérence compacte dont le bord OU est une sous-

(1) M (C) = inf

)

variété de dimension n-1. On rappelle que 7¢ désigne ici la mesure de Hausdorff des
hypersurfaces associée a la restriction de ||.||c.

Remarquons qu’aussi bien le bas du spectre que la constante de Cheeger ne dé-
pendent que C° de la métrique.

Notre résultat principal est

Théoréme 1. Un convexe (C,d¢) muni de sa métrique de Hilbert est a géométrie
locale bornée.

Définition 2. Nous dirons qu’un espace métrique (X, d) est & géométrie locale
bornée s’il existe deux constantes a et C telles que pour tout x € X, si B,(x) est la
boule centrée en z de rayon a, il existe une application F': B,(x) — R™ qui soit un
homéomorphisme sur son image et soit C-bilipschitz, i.e., pour tout y et z dans B, (x)

(y) < |F() ~ F)lle < Cdz,).
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Comme application du théoréme 1, on déduit

Théoréme 3. Soit (C,dc) un convexe de R™ muni de sa métrique de Hilbert. S’il
existe § > 0 tel que (C,d¢) est d-hyperbolique alors son bas du spectre est non nul,
i.e., )\1(6) > 0.

Nous démontrons ce résultat en utilisant la constante de Cheeger et 'inégalité liant
la constante de Cheeger au bas du spectre démontrée dans [CV06]. Plus précisément
nous démontrons le théoreme suivant :

Théoréme 4. Soit (C,dc) un convexe de R™ muni de sa métrique de Hilbert. S’il
existe & > 0 tel que (C,dc) est §-hyperbolique alors sa constante de Cheeger 1°°(C)
est strictement positive.

A la section 1, on donne la preuve du théoreme 1. La section 2 est consacrée aux
théoremes 3 et 4 et, a la section 3, on construit un exemple montrant que la réciproque
aux théoremes 3 et 4 n’est pas vraie.

1. Démonstration du théoréme 1

Pour démontrer le théoreme 1, on va montrer que la géométrie des boules de rayon
1 est bornée (i.e. on peut prendre a = 1 dans la définition).

L’idée est d’utiliser I’ellipsoide de John : on sait que les boules d’une géométrie de
Hilbert sont affinement convexes (mais en général pas métriquement) — voir [SMO0O]
p. 21. On sait qu’a tout convexe borné C' de R™, on peut associer I’ellipsoide de John
qui est I'unique ellipsoide E de volume euclidien maximal contenu dans C. De plus,
ona EcCCc+/nE.

Démonstration du théoréme 1. Soit p un point de C et Be(p, 1) la boule unité. Consi-
dérons B l'ellipsoide de John inclu dans Be(p, 1).

Quitte a translater et & appliquer une transformation affine on peut supposer que
I’ellipsoide de John B est la boule unité euclidienne centrée en l’origine.

Ainsi pour tout y, z € 9B¢(p, 1) on a d’une part

1< flylle < vn

et aussi
dC(ya Z) S 2

Pour controler la distance de Hilbert sur Be(p, 1), on va en fait encadrer la norme
de Finsler ||.||c et montrer que (Be(p,1),]|.]lc) est bilipschitz, au sens de Finsler (i.e.,
infinitésimalement), a Be(p,1) avec la métrique euclidienne usuelle. Cela implique
immédiatement la méme propriété pour de qui est la distance de longueur associée.
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Pour cela on choisit € Be(p, 1) et on estime

ol 1||||( L, )
V|lc = < ||V
oWl \ e =aaTe T Te=ae

ou v est un vecteur tangent a C au point .
Pour pouvoir comparer & la métrique euclidienne, c’est-a-dire & ||v||¢, il faut et suffit

d’une part que les nombres |z — 4 ||c et ||z —z_||. ne soient pas trop petits et d’autre
part que 'un d’eux au moins ne soit pas trop grand. Cela se traduit géométriquement
par le fait que le bord du convexe C ne doit pas étre trop proche ou trop éloigné de
Be(p, 1) dans un sens qui sera précisé dans la suite.

A Détape 1, on montre qu’il n’est pas trop proche, a I’étape 2 qu’il n’est pas trop
éloigné, et a ’étape 3, on explique comment cela permet de conclure la preuve du
théoreme.

Etape 1 : La distance entre 9C et 0B¢(p, 1) est minorée par 2@%“!‘1

L’idée intuitive est ici que si dC est trop proche du bord de la boule unité B¢ (p, 1),
on arrive a exhiber deux points de la boule qui sont trop éloignés. Dans la preuve
ci-dessous, on utilise le fait que les points de la boule B¢ (p, 1) ne sont pas distants de
plus de 2 pour en déduire 'estimation explicite.

Soit ¢ un point de 9C et go un point de B¢ (p, 1) réalisant le minimum de la
distance euclidienne de 0C a dB¢(p, 1).

Le but est de montrer que dy = gqo la distance euclidienne entre ces deux ensembles
est minorée par 5——.

On se place dans un plan contenant l'origine et les points gg et g. Sans limiter la
généralité, apres une éventuelle rotation ou symétrie, on se trouve dans la situation
de la figure 1, i.e., gg est sur 'axe des ordonnées positifs. On note également pg la
distance euclidienne de gg & B, ainsi les coordonnées de ¢y sont (0, pg + 1).

Si dg est plus grand que 1, on a la minoration cherchée.

Supposons donc que dy < 1. L’idée est que le cone Cy, de sommet gg et tangent
a B est tout entier dans la boule Be¢(p, 1), par convexité de cette derniere. Soit D,
la parallele & Ogy = Oy, que 'on a pris pour axe des ordonnées, passant par g =
(g1, g2). Puisque dy < 1, la droite D, coupe la boule B en deux points. On note
G= (q1,—+/1 — ¢3) le point d’ordonnée négative. Quant a ¢ = (g1, G2), il désignera le
point d’intersection de Dy avec 'une des deux tangentes a B passant par qo.

Pour minorer dy, on se place sur la droite D, et on utilise le fait que ¢ et é sont,
dans Be(p, 1) d’ott

(3) 2 >de(4,q) >
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FIGURE 1. figure 2

Soit 2U la largeur du cone Cy, lorsqu’il rencontre I’axe des abscisses. Par le théoreme
de Thales on a

] U — . U —
) L % done @2 = (14 po) —

U )

d’autre part on a

(5) G2+ \/1—qf >1+py—do et q2 < 1+ po + do,
en sorte qu’en utilisant cela dans (3) on obtient

(6) L+ po—do < (g2 — G2) < e* (14 po + do — G2).

On remplace g dans (6) par son expression déterminée par (4) ce qui nous donne
I'inégalité

U _
(7) 1—|—p0—d0§64(1+po+do—(1+po) Uq1>,
en utilisant le fait que ¢1 < dp, ceci nous donne I'inégalité (car U > 1)
1
(8) 1+ po —do < e*dy (1 + U(l + po)> < e*dp(2+ po)

donc finalement
L+ po

dy > ———
0= 2et £ 1+elpy
qui est une fonction croissante en pg, ce qui implique que dy > 1/(2¢* + 1).
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En conclusion, on a toujours

1
9 do > ———.
) 0= 21 +1

Etape 2 : Pour tout € C et pour toute droite D issue de z, il existe un point
z € DN OC a distance euclidienne de x majorée par

|z — z|le <5vn+ 3(2e* 4 1)n.

On commence par montrer qu le résultat est vrai pour le point p. Comme ce point
est au centre de la boule Be(p, 1), toute droite issue de p coupe la boule en un point
Y dont la distance & p est exactement 1. Notons A et B les points d’intersection de
cette droite avec JC et notons y, a et b les distances euclidiennes de Y, A et B a p.

On a I'égalité
y+a 1 b

=1 =1.
+2

1
(10) —In nm =

2 a

l'un des deux termes de 1’égalité (10) est plus grand que 1/2,

1 1 b
y+a27 ou —1In
a 2 2 -y

1 1
—In -,
2 2

(=

et en utilisant le fait que ||Y|l. < +/n on obtient

B

e

n
(11) a< fl <3vn ou b< < 3v/n.
e— e—
Considérons a présent un vecteur v et la droite D(x,v) passant par un point = de
Be(p, 1) et dirigée par v. Cette droite rencontre OC en deux point A, et B,.

Le but est de controler la distance euclidienne entre A,, B, et x. Pour cela, on

—_

considére la droite issue de p et parallele & D(z,v). On sait que sur cette droite il
existe un point A,, 4, € 9C, avec ||p — A,|le < 3y/n, ceci provient de l'inégalité (11).
Sans perte de généralité nous supposerons que A, est le point tel que

(v -pﬁp)(v zAy) > 0.

Sip € D(z,v), la conclusion est immédiate, sinon on se place dans le plan engendré
par ces deux droites paralleles.

Soit la perpendiculaire & D(z,v) passant par p. Elle rencontre le bord en deux
points D, et C), tels que leur distance euclidienne & p soit plus grande que dg, lui
méme minoré par Cy = 1/(2e* + 1) suivant 'étape 1. Sans perte de généralité nous
noterons D, le point tel que (pr) . (pr) <0.

Puisque 0C passe par A, et A, par convexité, au dela du segment [A,, A,], OC
se trouve en dessous de la droite passant pas A, et A;. De méme en considérant le
segment [Ap, D,]. En sorte que A, ne peut pas étre plus haut que la position critique
ou les droites (A,D,) et (A A,) se confondent.
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position limite de A, |’

FIGURE 2. figure 3

Plagons nous donc dans cette position critique pour majorer la distance xA,. Soit
«’ Dintersection de la droite (zA;) et de la droite (pD,) En comparant les longueurs
des triangles homothétiques (D,pA,) et (Dpa’A,) on obtient

2" = Dylle
(12) 2" = Aalle = llp — Apllej—FH "7
" lp = Dplle
Rappelons nous a présent que
L |lp— Aplle < 3y/n par (11);
1 .
2. lp= Dplle = 2t 11 P I’étape 1;
ce qui donne une fois appliqué a I’équation (12)
(13) 2" = Agle < 3vn(1+ (2¢* +1)[l2" = plle)

Remarquons & présent que a’ est sur le cercle de diametre [z, p] dont la largeur est
majoré par 24/n, puisque z et p sont dans le disque de rayon /n centré en l'origine.
On en déduit donc que

(14) 2" = plle < 2v/n et lz —2'[le < 2vn
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ainsi en utilisant I'inégalité triangulaire dans ’espace euclidien et 'inégalité (13) on
obtient finalement

(15) |z — Aglle < |ljex — 2" + [|2" — Aglle < 5v/n+3(2e* + D)n.

ce qui est un contréle de la distance de z & A, en fonction de n.
Etape 3 : Conclusion. On peut maintenant comparer la norme de Finsler et la
norme euclidienne en chaque point, comme annoncé au début de la preuve.

Pour majorer ||[v||¢, v vecteur tangent au point z, on utilise ’étape 1, qui nous
donne via I'inégalité (9)

|z —zy]le > 2e* +1 et |z —z_|e>2e* +1,
on en déduit donc
(16) lvlle < (2e* + D)o

Pour minorer ||v||¢ on se place dans le (un des) plan(s) engendré(s) par pZ et v, on
travaille en dimension 2 et on applique Iétape 2 qui nous dit que soit ||z — z_||., soit
|z — 24|l est plus petit que ¢(n). On en déduit donc que

1
2¢(n)

Des inégalités (16) et (17), par intégration le long des chemins, on en déduit que
(Be(p,1),]-llc) est bilipschitz équivalente & (B¢ (p, 1), Eucl), ot la norme euclidienne
que l'on a choisie est celle donnée par 'ellipsoide de John associée & la boule unité.
Ceci permet de conclure notre preuve. O

(17) [olle < llvlle-

2. La constante de Cheeger et la J-hyperbolicité

Nous commencons par démontrer le

Théoréme 5. Un convexe du plan C qui, muni de sa métrique de Hilbert dc est
Gromov-hyperbolique, a sa constante de Cheeger strictement positive. Plus précisé-
ment : pour tout § > 0, il existe I > 0 tel que, pour tout convexe du plan C :

(C,d¢) est d-hyperbolique = I*°(C) > 1.

Pour démontrer ce théoréme on va utiliser un résultat di a Jianguo Cao [Cao00].
Nous avons au préalable besoin d’introduire une notion. Dans ce qui suit, X est un
espace métrique de longueur.

Définition 6 (quasi-p6le). Soit & C X un sous ensemble compact de X. Nous
noterons Rq 'union de tous les rayons géodesiques minimisants émanant de 2. S’il
existe une constante C' > 0 telle que le C-voisinage de R, est égal a X, alors on dira
que X posseéde un quasi-pdle dans 2.
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Dans le cas des géométries de Hilbert, la situation est tres simple : comme chaque
segment de droite est une géodésique minimisante, chaque point est un pole : ’espace
C est réunion des rayons minimisants issus de tout point donné.

Nous pouvons énoncer alors le résultat important suivant qui s’appliquera dans
notre cas

Théoréme 7 (Main Theorem dans [Cao00]). Soit X une variété rieman-
nienne non compacte (ou un graphe) a géométrie locale bornée admettant un
quasi-pole. Si de plus X est hyperbolique au sens de Gromov et le diamétre des com-
posantes connexes du bord a I'infini X (0co) est minoré par une constante strictement
positive (respectivement a une métrique de Gromov fixe sur le bord), alors X a une
constante de Cheeger strictement positive.

Remarquons que le concept de géométrie bornée qu’utilise Cao correspond a la
définition 2. En particulier, sa preuve, donnée dans le cas riemannien, s’adapte mot
pour mot au cas finslérien qui nous concerne ici. Cependant, on peut le voir directe-
ment via P'utilisation de lellipsoide de John : Soit (C,d¢) un convexe du plan muni
de sa métrique de Hilbert. En tout point p de C, sur T,,C l'espace tangent en p, on
considere J, l'ellipsoide de John associé & la boule unité de ||.||c ,. Toutes ces boules
déterminent une nouvelle métrique, qui est riemannienne, et que ’on note g¢. Elle est
bilipschitz-équivalente a la métrique de Finsler, puisque en tout point p et v € T,,C
on a

1
Jrden(viv) lWlig , < ge.p(v,v).

Cette métrique est en générale une métrique riemannienne C°. Pour pouvoir appli-

quer ce résultat dans notre contexte, on utilise les trois remarques suivantes

— la possession d’un quasi-pole pour une métrique de Finsler ou la propriété d’étre
a géométrie locale bornée sont des invariants bilipschitz.

— la positivité de la constante de Cheeger pour la métrique riemannienne de John
ge est équivalente a la positivité de la constante de Cheeger pour la métrique de
Finsler initiale ||.||c.

— Les bords a I'infini sont homéomorphes pour les deux métriques.

De plus, si la métrique de Hilbert est d-hyperbolique, le bord possede une seule

composante connexe de diametre non nulle.

Ainsi la seule chose non élémentaire & démontrer pour pouvoir appliquer le théo-
reme de Cao est le fait que les géométries de Hilbert sont a géométrie locale bornée, ce
qui faisait I’'objet du théoreme 1. On obtient ainsi comme corollaire le théoreme 4. La
preuve du théoreme 3 se déduit alors directement de I'inégalité de Cheeger démontrée
dans [CV06], théoréme 14.
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3. La non nullité du bas du spectre n’implique pas la §-hyperbolicité

Dans cette partie nous allons construire un convexe dans (R?, || - ||.), I'espace eucli-
dien de dimension trois, dont la géométrie de Hilbert n’est pas -hyperbolique, mais
dont le bas du spectre et la constante de Cheeger ne sont cependant pas nuls. Intuiti-
vement, en géométrie riemannienne, il faut penser a une variété de Cartan-Hadamard
a courbure presque partout strictement négative, mais avec un plan euclidien qui fait
que l'on est pas Gromov-hyperbolique, tout en ayant un bas du spectre strictement
positif.

Proposition 8. Soit (C,d¢) le cylindre de hauteur 2 et de base le disque unité.
Sa constante de Cheeger et son bas du spectre sont non nuls. Cependant, puisqu’il
n’est pas strictement convexe, il n’est pas hyperbolique au sens de Gromov.

La remarque fondamentale est que lorsque I'on coupe le convexe C par des plans
orthogonaux a ’axe de rotation, on obtient un modele de ’espace hyperbolique, pour
lequel le bas du spectre est non nul (il vaut 1/4). On va utiliser cette propriété pour
minorer le bas du spectre de C par une constante positive.

Pour cela, on aura besoin de comparer la forme volume de C et la forme volume
des sections orthogonales.

Si on suppose que le cylindre est d’axe Oz, de base le disque unité, on note Dy =
C N {z = t}, l'intersection du cylindre C et du plan horizontal {z =t}, —1 <t < 1.

On paramétrise C de maniére naturelle par les couples p = (g,t), ot ¢ désigne un
point du disque unité et —1 < ¢ < 1. Le but est de comparer la forme volume de C en
un point p(q,t) avec la forme volume de D; au point ¢g. Pour cela, on doit comparer
le volume euclidien des boules tangentes T'B¢(p, 1) et TBp, (g, 1).

Lemme 9. Pour tout t € |—1,1[, notons a(t) = (1+1t)(1 —t). Alors il existe deux
constantes C7 et Co > 0 telles que pour tout p(q,t) on a

Cya(t)vole(T'Bp,(q,1)) < vole(T'Be(p, 1)) < Coa(t)vol.(TBp,(g,1)).
Avant de démontrer ce lemme, montrons comment il permet de minorer le bas du
spectre du cylindre.

Minoration du spectre du cylindre C.
Pour toute fonction différentiable f a support compact, la définition de la norme
implique immédiatement
ldflle = lldf I, -
On a
(18) /c(lldfllé)Qduc = /C(Ilde?‘:)2 =

vol.(T'Be(p, 1))

1
x \2 W3 1 1

1 .

/_1 i /D,, (l7ll5.) w2Cs a(t) vol. (T Bp, (¢q,1)) dvole(g)

dvole(p) >
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En utilisant le fait que le spectre du plan hyperbolique D, est minoré par 1/4, on
obtient

* w3 ! dt 1
a0 [anterie > g [5G, e

On a également

w3
(20) /Cde,UC = /c fQdeole(p) <

1
a}g dt/ 2 1

— dvol.(q),
wsCh / o) Jp, T Vol (@B, (g 1) YD)

ce qui donne immédiatement une borne inférieure sur le spectre de C.

Preuve du lemme 9. En un point p = (g, t), on consideére les boules tangentes unités.
Ce sont des convexes symétriques T'Bc¢(p, 1) et TBp, (g, 1) que 'on supposera centrés
a Porigine et qui vérifient TBp,(q,1) C T Bc(p,1). Par ailleurs, comme la restriction
de la métrique & D, est riemannienne, T'Bp,(q, 1) est une ellipse que 'on supposera
située dans le plan Oxy.

L’idée est de montrer que T'B¢(p, 1) est contenu dans un cylindre de base un ho-
mothétique de T'Bp, (¢, 1) et contient deux cones de base TBp, (g, 1). Les hauteurs de
ces deux objets étant controlées par les faits suivant :

Fait 1 : Si a(t) = (1 +¢)(1 —t) les points (0,0, «(t)) et (0,0, —«(t)) sont dans
TBc(p,1). Notons que a(t) ne dépend pas de q.
La remarque cruciale est alors

Fait 2 : Au voisinage de ces deux points, le convexe T B¢(p,1) est de la forme

{z=a(t)} et {z =—a(t)}.

Cela se voit pas un calcul simple que nous expliciterons a la fin de la preuve.

La conséquence est que, par convexité, la boule unité T'Be(p, 1) est située entre les
plans {z = a(t)} et {z = —a(t)}.

Considérons les images, de TBp,(q, 1) sur {z = «a(t)} par la projection de centre
(0,0,—a(t)) et sur {z = —a(t)} par la projection de centre (0,0, «(t)). Elles déter-
minent une section d’un c¢one qui contient le convexe T' B¢ (p, 1).

Cela signifie que le convexe T'B¢(p, 1) est contenu dans le produit

2TBp,(q,1)) x [—a(t), a(t)],

et on en déduit que

vol.(T'Be(p, 1)) < 8a(t)vol.(TBp,(q,1)).

Par ailleurs, par convexité, les deux cones de sommets (0,0, a(t)) et (0,0, —a(t))
et de base T'Bp, (q,1) sont contenus dans T'B¢(p,1). On en déduit que

vol.(T'Be(p, 1)) > 2/3vol.(T'Bp,(q,1)).
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Preuve du fait 2 : C’est un fait général. On consideére un point p d’un convexe C de
I'espace R3. Sans limiter la généralité, on suppose p situé a l'origine, et on suppose
qu’au voisinage des points (0,0,11) et (0,0, —l2) avec l1,ls > 0, le convexe C a pour
bord les plans {z =11} et {z = —l2}.

Ainsi, les droites voisines de I'axe Oz, passant par l'origine, et faisant un angle 0

avec I’axe Oz, coupent ces deux plans a des distances respectivement égales a Cé; 7 et

0059 de p.
Si v est un vecteur directeur de la droite, sa norme de Finsler est

o] 1H I cosf n cos
vlle = =l|v|le| ——
€73 lh I

et pour avoir ||v]|¢ = 1, il faut que

o] 1 2lls
Ve = .
¢ cosOly + 1,y
On voit que le lieu de ces points est bien le plan z = l2lill2 ouz = lzllill?z.

Minoration de la constante de Cheeger du cylindre C.
Remarquons que la méthode précédente permet également de montrer que la
constante de Sobolev

/ ldf, Iz dyic (o)

[ 1r1wdncto

ou l'infimum est pris sur toutes les fonctions lipschitziennes, non nulles, a support

(21) = inf

compact dans C, est également non nulle si C est un cylindre.

Cependant 1’égalité entre la constante de Cheeger et la constante de Sobolev n’a
été démontrée que pour un convexe dont le bord est de régularité C'. Il nous faut
donc justifier que cette égalité est encore valable dans notre cas.

Cette égalité provient de l'existence d’une formule de co-aire (voir théoréme 28 dans
[CV06] par exemple). C'est cette formule qui dans Particle [CV06] n’a été démontré
que pour des bords C. Il nous faut donc justifier qu’une telle formule existe pour les
convexes ayant un bord de régularité plus faible.

Rappelons que la formule de la co-aire de [CV06] Théoréme 25, nous dit que si le
bord du convexe G est C' alors pour toute fonction C' & support compact f 1'égalité

suivante est vérifiée
[arrans = [ [ avai
g RJf=1(t)

oll v est une mesure associée a pg suivant la définition 22 dans [CVO06] (c’est cette
version faible qui est nécessaire dans la démonstration du théoreme 28 de [CV06]).
L’idée est d’approcher le cylindre par des domaines convexes de régularité C''. Pour
ces domaines la formule est vraie. Il reste alors a vérifier que la formule passe a la
limite. Puisque f est & support compact et vu la définition des mesures, il suffit de
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vérifier que les normes Finsler convergent uniformément sur le support de f lorsque
les convexes convergent vers le cylindre. Ceci est démontré dans la premiére partie de
[CVV] (voir démonstration du lemme 8).
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