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Résumé. Dans cet article, on s’intéresse à l’aspect conforme du spectre d’opérateurs de
Dirac dans le cadre des variétés à bord. Dans un premier temps, on étudie la première va-
leur propre de l’opérateur de Dirac sous la condition associée à un opérateur de chiralité
conduisant à la définition d’un nouvel invariant spinoriel conforme. Dans la dernière par-
tie, on s’intéresse à l’opérateur de Dirac du bord en reliant sa première valeur propre à des
invariants reflétant la géométrie extrinsèque du bord. Dans cette section, on s’appuiera
en grande partie sur les travaux de Hijazi, Montiel et Zhang [HMZ01] et [HMZ02].

1. Introduction

Le théorème de Lichnerowicz peut être formulé comme une estimation non optimale de
la première valeur propre de l’opérateur de Dirac.

Théorème 1.1. ([Lic63]) Sur une variété riemannienne spinorielle compacte (sans bord)
(Mn, g) à courbure scalaire R strictement positive, la première valeur propre λ1(D) de
l’opérateur de Dirac statisfait :

λ1(D)2 >
1

4
inf
M
R. (1)

Une conséquence fondamentale de ce résultat est donnée par l’existence d’obstructions
topologiques à l’existence de métriques à courbure scalaire strictement positive. En effet,
si la dimension de la variété est paire, le fibré des spineurs complexes se décompose
en deux composantes irréductibles sous l’action de son élément de volume. Sous cette
décomposition, l’opérateur de Dirac s’écrit D = D+ + D− et l’indice analytique de D+

est donné par :

IndD+ = dim kerD+ − dim kerD−.

Le Théorème 1.1 implique alors que si la courbure scalaire est strictement positive, l’indice
de D+ est nul. D’autre part, par le théorème de l’indice d’Atiyah et Singer [AS62], on sait
que l’indice analytique de D+ est égal à l’indice topologique de M qui doit donc s’annuler
si M possède une métrique à courbure scalaire strictement positive.
Le caractère non optimal de l’estimation (1) conduit cependant à la question naturelle sui-
vante : peut-on obtenir un inégalité optimale pour la première valeur propre de l’opérateur
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de Dirac ? Dans [Fri80], Friedrich apporte une réponse affirmative à cette question en mon-
trant que :

λ1(D)2 ≥ n

4(n− 1)
inf
M
R. (2)

L’égalité est atteinte si et seulement si la variété possède un champ de spineurs de Killing
réel. En utilisant les propriétés conformes de l’opérateur de Dirac, Hijazi [Hij86] améliore
cette estimation en prouvant que :

λ1(D)2 ≥ n

4(n− 1)
λ1(L), (3)

où λ1(L) est la première valeur propre du laplacien conforme, le cas d’égalité étant tou-
jours caractérisé par l’existence d’un champ de spineurs de Killing réel. Une conséquence
immédiate de ce résultat est donnée dans [Hij91] par l’inégalité :

λ1(D)2Vol(M, g)
2
n ≥ n

4(n− 1)
Y (M) (4)

où Y (M) est l’invariant de Yamabe de (M, g). Cet invariant ne dépend pas de la métrique
g mais seulement de sa classe conforme et il est défini par :

Y (M) = inf
gu∈[g]

∫
M
Rudvu

Vol(M, gu)
n−2

n

(5)

où Ru (resp. dvu) est la courbure scalaire (resp. la forme de volume) de (Mn, gu) et
gu = e2ug ∈ [g] := {e2vg / v ∈ C∞(M)}. L’étude de cet invariant permet la résolution du
célèbre problème de Yamabe qui consiste à prouver l’existence d’une métrique conforme
à g dont la courbure scalaire est constante (voir [Yam60], [Tru68], [Aub76] et [Sch84]).
L’estimation (4) conduit à la définition d’un analogue de l’invariant (5) dans le cadre
spinoriel en posant :

inf
gu∈[g]
|λ1(Du)|Vol(M, gu)

1
n (6)

où λ1(Du) désigne la première valeur propre non nulle de l’opérateur de Dirac Du dans la
métrique gu. Cet invariant fait l’objet de nombreux travaux dont une liste non exhaustive
est donnée par [Amm03], [Amm04], [AGHM08] ou bien encore [AHM06].

Dans cet article, on aborde ce type de problèmes dans le contexte des variétés à bord sous
deux aspects différents. En effet, après avoir rappelé les bases de la géométrie spinorielle
sur une variété à bord et discuté la notion d’ellipticité de conditions à bord (Section 2),
on montre que des estimations du type (3) et (4) peuvent être obtenues pour la première
valeur propre de l’opérateur de Dirac de la variété M sous deux conditions à bord. Cela
conduit à la définition et l’étude d’un analogue de l’invariant (6) dans ce contexte (Section
4). Finalement, dans la partie 5, on s’intéresse à ce type de questions pour l’opérateur de
Dirac du bord. On fait en particulier référence au travail [HMZ02] où Hijazi, Montiel et
Zhang relient sa première valeur propre à un invariant conforme de la variété intervenant
dans le problème de Yamabe sur les variétés à bord.
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2. Géométrie spinorielle sur les variétés à bord

2.1. Généralités. On considère (Mn, g) une variété riemannienne spinorielle compacte
de dimension n possédant un bord lisse ∂M . Dans toute la suite, on notera par σ :=
(Spin (M), η) une structure spinorielle surM qui est la donnée d’un fibré principal Spin (M)
de groupe structural Spinn et d’un revêtement η à deux feuillets du fibré principal SO(M)
des repères linéaires g-orthonormés par le fibré Spin (M). L’existence d’une telle structure
est de nature topologique et elle est équivalente à l’annulation de la deuxième classe de
Stiefel-Withney. Notons qu’il peut exister plusieurs structures spinorielles sur une variété
et si tel est le cas, on en choisit une et on la fixe pour la suite. En utilisant les résultats
classiques sur les représentations complexes du groupe Spinn, on construit un fibré vecto-
riel associé au fibré principal Spin (M). Ce fibré est appelé fibré des spineurs complexes
(ou fibré des spineurs) et sera noté ΣM . De la même manière, on peut construire un fibré
vectoriel dont la fibre au-dessus d’un point est donnée par l’algèbre de Clifford complexe.
Ce fibré vectoriel est appelé fibré de Clifford et on le notera Cl(M). Ce fibré agit sur les
champs de spineurs par multiplication de Clifford :

γ : Cl(M)⊗ ΣM −→ ΣM
X ⊗ ϕ 7−→ γ(X)ϕ.

Sur ΣM , on a un produit hermitien, noté 〈., .〉, qui satisfait :

〈γ(X)ψ, ϕ〉 = −〈ψ, γ(X)ϕ〉, (7)

pour tout X ∈ Γ(TM) et pour tout ψ, ϕ ∈ Γ(ΣM). D’autre part, la 1-forme de connexion
induite par la connexion de Levi-Civita riemannienne ∇ agissant sur le fibré tangent se
relève en une connexion sur le fibré principal des repères spinoriels. Cette 1-forme de
connexion permet alors de construire la dérivée covariante associée, appelée connexion de
Levi-Civita spinorielle et notée :

∇ : Γ(ΣM) −→ Γ(T ∗M ⊗ ΣM).

Si U est un ouvert de trivialisation de ΣM , la connexion de Levi-Civita est localement
donnée par :

∇Xψ = X(ψ) +
1

4

∑
1≤i,j≤n

g(∇Xei, ej)γ(ei)γ(ej)ψ,

pour tout ψ ∈ Γ(ΣM), X ∈ Γ(TM) et où {e1, ..., en} est un repère g-orthonormé local
de TM . On peut vérifier que cette connexion est compatible avec la multiplication de
Clifford et avec le produit hermitien, i.e. :

∇X

(
γ(Y )ϕ

)
= γ(∇XY )ϕ+ γ(Y )∇Xϕ

X〈ϕ, ψ〉 = 〈∇Xϕ, ψ〉+ 〈ϕ,∇Xψ〉
pour tout ϕ, ψ ∈ Γ(ΣM) et X, Y ∈ Γ(TM). Le tenseur de courbure spinoriel associé à
∇ défini par :

RX,Y := [∇X ,∇Y ]−∇[X,Y ],
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est, quant à lui, localement donné par :

RX,Y ψ =
1

4

∑
1≤i,j≤n

g(RiemX,Y ei, ej)γ(ei)γ(ej)ψ,

où Riem est le tenseur de courbure de Riemann de (Mn, g). L’opérateur de Dirac est un
opérateur différentiel elliptique d’ordre un agissant sur les champs de spineurs défini par :

D := γ ◦ ∇,
et dont l’expression locale est :

Dψ =
∑

1≤i≤n

γ(ei)∇ei
ψ.

Remarque 1. Si la variété est de dimension paire, le fibré des spineurs se décompose en
deux facteurs irréductibles :

ΣM = Σ+M ⊕ Σ−M, (8)

avec Σ±M = 1
2
(Id± ωC

n )ΣM et où :

ωC
n = i[

n+1
2

]γ(e1) · · · γ(en)

est l’élément de volume complexe de ΣM . On vérifie dans ce cas que l’opérateur de Dirac
échange cette décomposition :

D : Γ(Σ±M) −→ Γ(Σ∓M).

On s’intéresse maintenant au bord ∂M de la variété M que l’on considére comme une
hypersurface orientée de M . Le bord ∂M hérite de façon naturelle de la structure rie-
mannienne de M que l’on notera g := g|∂M . De plus, puisque le bord est orienté (par
l’orientation de M) il existe un champ de vecteurs unitaire ν normal à ∂M (que l’on
choisit rentrant à ∂M). Ce champ de vecteurs permet en premier lieu d’identifier le fibré
principal des repères linéaires g-orthonormés au-dessus de ∂M (noté SO(∂M)) comme un
sous-fibré du fibré SO(M)|∂M . Cette identification, donnée par l’application :

Φ : SO(∂M) −→ SO(M)|∂M
(e1, ..., en−1) 7−→ (e1, ..., en−1, ν),

permet ainsi de munir ∂M d’une structure spinorielle. En effet, il suffit pour cela de
remarquer que le diagramme suivant est commutatif :

Spin (∂M) := Φ∗
(
Spin(M)|∂M

)
Spin(M)|∂M

SO(∂M) SO(M)|∂M

?

-Φ∗

?
-

Φ

On peut alors définir le fibré des spineurs extrinsèque au bord comme étant la restriction
à ∂M du fibré ΣM c’est-à-dire S := ΣM|∂M . Ce fibré est, de la même manière que ΣM ,
muni d’une multiplication de Clifford γS, d’une métrique hermitienne 〈 , 〉 et d’une dérivée
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covariante ∇̃ compatible avec 〈 , 〉 et γS. Par analogie avec le fibré des spineurs ΣM , on
définit l’opérateur de Dirac du bord comme composé de la multiplication de Clifford et de

la dérivée covariante de S, i.e. D̃ = γS ◦ ∇̃. Cet opérateur définit un opérateur différentiel
elliptique d’ordre un et son spectre est constitué d’une suite de nombres réels tendant (en
valeur absolue) vers +∞ et symétrique par rapport à zéro. Pour cela, il suffit de remarquer

que l’action de ν par multiplication de Clifford anti-commute avec D̃, i.e. :

D̃
(
γ(ν)ϕ

)
= −γ(ν)D̃ϕ.

Comme dans le cadre riemannien, on peut relier multiplication de Clifford et dérivée
covariante ambiantes restreintes au bord avec celles définies sur S. En effet, on a :

γS(X) = γ(X)γ(ν)

et la formule de Gauss spinorielle :

∇Xϕ = ∇̃Xϕ+
1

2
γ
(
A(X)

)
γ(ν)ϕ,

pour tout X ∈ Γ
(
T (∂M)

)
, ϕ ∈ Γ(S) et où A(X) = −∇Xν est l’application de Weingarten.

Cette formule permet en particulier de relier l’opérateur de Dirac ambiant D restreint au
bord avec l’opérateur de Dirac du bord par :

D̃ϕ =
n− 1

2
Hϕ− γ(ν)Dϕ−∇νϕ, (9)

où H = 1
n−1

tr (A) est la courbure moyenne de ∂M .

Remarque 2. Puisque le bord est une variété spinorielle, on a un fibré des spineurs
intrinsèque Σ(∂M) au-dessus de ∂M qui ne dépend pas de sa géométrie extrinsèque. Ce
fibré est un fibré de Dirac : il est muni d’une multiplication de Clifford γ∂M , d’une métrique
hermitienne 〈 , 〉 et d’une dérivée covariante ∇∂M compatible avec la multiplication de
Clifford et la métrique hermitienne. On notera D∂M := γ∂M ◦ ∇∂M l’opérateur de Dirac
intrinsèque de ∂M . Un point important ici est de remarquer que l’on peut identifier de
manière canonique le fibré des spineurs intrinsèque Σ(∂M) de ∂M et son fibré extrinsèque
S. En effet, on a :

(1) Si la dimension n de la variété M est impaire :

(S, γS, ∇̃, D̃) ≡ (Σ(∂M), γ∂M ,∇∂M , D∂M),

et la décomposition S = S+ ⊕ S− donnée par

S± := {ϕ ∈ S : iγ(ν)ϕ = ±ϕ}

correspond à la décomposition chirale (8) du fibré des spineurs Σ(∂M). L’opérateur

D̃ échange alors les sous-fibrés S+ et S−.

(2) Si la dimension n de la variété M est paire :

(S, γS, ∇̃, D̃) ≡
(
Σ(∂M)⊕ Σ(∂M), γ∂M ⊕−γ∂M ,∇∂M ⊕∇∂M , D∂M ⊕−D∂M)

et la décomposition chirale (8) du fibré des spineurs ΣM induit une décomposition

orthogonale, γS et D̃-invariante :

S = S+ ⊕ S−,
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où S± := Σ±M|∂M . De plus, les fibrés S+ et S− sont isomorphes par l’action de
ν :

γ(ν) : S± −→ S∓.

2.2. Covariance conforme de l’opérateur de Dirac. La construction du fibré des
spineurs fait intervenir de manière claire la métrique riemannienne sur M . Ainsi si on
change cette métrique, le fibré des spineurs associé à la nouvelle métrique change lui aussi.
On a alors une identification canonique entre ces deux fibrés des spineurs qui, lorsque les
métriques sont dans la même classe conforme, est décrite dans le paragraphe ci-dessous.
Pour le cas général, le lecteur intéressé pourra consulter [BG92].
Soit u une fonction lisse partout non nulle sur la variété M et soit gu = u2g une métrique
conforme à g. On commence tout d’abord par remarquer qu’on peut identifier les deux
SOn-fibrés principaux des repères g et gu-orthonormés, notés respectivement SO(M) et
SOu(M), par :

SO(M) −→ SOu(M)
e = (e1, ..., en) 7−→ eu =

(
(e1)u = u−1e1, ..., (en)u = u−1en

)
.

On peut ainsi, en relevant cet isomorphisme, identifier les Spinn-fibrés principaux Spin (M)
et Spinu (M) des repères spinoriels et on obtient une isométrie de fibrés :

ΣM −→ ΣuM
ϕ 7−→ ϕu

(10)

où ΣuM est le fibré des spineurs au-dessus de la variété M munie de la métrique gu. Cette
identification permet de relier les connexions de Levi-Civita correspondantes ainsi que les
multiplications de Clifford. En effet, si on note par ∇u (resp. γu) la dérivée covariante
(resp. la multiplication de Clifford) agissant sur le fibré ΣuM , on peut montrer que :

∇u
Xψu =

(
∇Xψ −

1

2
γ(X)γ(∇u)ψ − 1

2
X(u)ψ

)
u

γu(Xu)ψu = (γ(X)ψ)u

〈ψu, ϕu〉u = 〈ψ, ϕ〉.

En utilisant ces identités, on obtient une formule qui relie les opérateurs de Dirac d’une
variété munie de deux métriques conformes (voir [Hit74], [Hij86]). On a :

Duψu =
(
u−

n+1
2 D(u

n−1
2 ψ)

)
u
, (11)

pour tout champ de spineurs ψ ∈ Γ(ΣM) et où Du désigne l’opérateur de Dirac dans la
métrique gu. Un changement conforme de métriques sur M induit aussi un changement
conforme sur le bord ∂M . L’identification (10) induit alors une isométrie entre les fibrés
S et Su := ΣuM|∂M permettant ainsi de relier leurs connexions et leurs multiplications de
Clifford par :

∇̃u
Xψu =

(
∇̃Xψ −

1

2
γS(X)γS(∇̃u)ψ − 1

2
X(u)ψ

)
u

γS
u (Xu)ψu = (γS(X)ψ)u,
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pour tout X ∈ Γ(T (∂M)) et ψ ∈ Γ(S). On obtient un analogue de l’identité (11) pour les
opérateurs de Dirac du bord :

D̃uψu =
(
u−

n
2 D̃(u

n−2
2 ψ)

)
u
, (12)

pour tout champ de spineurs ψ ∈ Γ(S) et où D̃u désigne l’opérateur de Dirac du bord
agissant sur le fibré Su.

2.3. Formule de Reilly spinorielle. Un des principaux outils pour obtenir des mi-
norations de la première valeur propre de l’opérateur de Dirac est la célèbre formule de
Schrödinger-Lichnerowicz. Ce type de relations s’inscrit dans un cadre général qui consiste,
étant donné un opérateur elliptique P agissant sur les sections d’un certain fibré vectoriel
E muni d’une connexion ∇, à exprimer l’opérateur P ∗P en fonction du laplacien brut
∇∗∇. Dans ce cadre général, ces formules sont du type :

P ∗P = ∇∗∇+R
oùR est un endomorphisme du fibré E. Il s’avère que pour l’opérateur de Dirac on obtient
la très esthétique formule [Lic63] :

D2ϕ = ∇∗∇ϕ+
R

4
ϕ

pour tout ϕ ∈ Γ(ΣM), où R désigne la courbure scalaire de la variété (M, g). La formule de

Reilly spinorielle est alors obtenue en intégrant cette identité sur M . À l’aide du théorème
de Stokes, on vérifie que pour tout ψ ∈ Γ(ΣM), on a :∫

M

(
|Pψ|2 +

1

4
R|ψ|2 − n− 1

n
|Dψ|2

)
dv =

∫
∂M

(
〈D̃ψ, ψ〉 − n− 1

2
H|ψ|2

)
ds, (13)

où dv (resp. ds) désigne l’élément de volume riemannien de (Mn, g) (resp. de (∂M, g)).
Dans l’expression précédente, P est l’opérateur de twisteurs (ou opérateur de Penrose) :

P : Γ(ΣM) −→ Γ(T ∗M ⊗ ΣM)

localement donné par :

Pψ =
n∑
i=1

ei ⊗ (∇ei
ψ +

1

n
γ(ei)Dψ).

On trouvera une preuve de (13) dans [HMZ01] par exemple.

2.4. Conditions à bord elliptiques. Dans cette section, on donne un bref rappel sur la
notion d’ellipticité au sens de Lopatinsky-Shapiro pour des conditions à bord à imposer à
des opérateurs différentiels linéaires et elliptiques. Ces notions étant assez courantes dans
la littérature, on donnera seulement les principaux résultats nécessaires à la suite de ce
travail. Pour plus de détails sur ce sujet, on pourra consulter [Lop53], [See68], [BBW93]
ou encore [HMR02].

L’étude de conditions à bord “satisfaisantes” pour un opérateur différentiel elliptique D
(qu’on supposera d’ordre un) agissant sur les sections lisses d’un fibré vectoriel hermitien
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E →M a été entreprise dans les années cinquante par Lopatinsky et Shapiro. Cependant,
le principal outil fut découvert par Calderón dans les années soixante et est désormais
appelé projecteur de Calderón. Cet opérateur différentiel d’ordre zéro est défini par :

P+(D) : H
1
2 (E|∂M) −→ {ψ|∂M / ψ ∈ H1(E), Dψ = 0}

et son symbole principal :

σ(P+(D)) : T (∂M) −→ EndC(E)

ne dépend que du symbole principal σ(D) de l’opérateur D. L’intérêt majeur de cet
opérateur est que son symbole principal détecte l’ellipticité de conditions à bord. On
rappelle qu’un opérateur différentiel :

B : L2(E|∂M) −→ L2(V ),

où V → ∂M est un fibré vectoriel complexe au-dessus du bord ∂M , est une condition à
bord elliptique (globale) lorsque son symbole principal :

σ(B)(u)|Im σ(P+(D))(u) : Imσ(P+(D))(u) ⊂ Ep −→ Vp

définit un isomorphisme sur l’image σ(B)(u) ⊂ Vp pour tout u ∈ T (∂M) \ {0} et pour
tout p ∈ ∂M . De plus, si le rang du fibré V est égal à la dimension de l’image de l’endo-
morphisme σ(P+(D))(u), on dit que B est une condition à bord elliptique locale. Cette
notion d’ellipticité est appelée ellipticité au sens de Lopatinsky-Shapiro.

On applique la discussion précédente lorsque l’opérateur considéré D est l’opérateur de
Dirac D et le fibré vectoriel hermitien E est le fibré des spineurs ΣM . Remarquons tout
d’abord que contrairement au cas où la variété n’a pas de bord, l’opérateur de Dirac
possède en général une image fermée dont la codimension est finie mais un noyau de
dimension infinie. Afin de récupérer de bonnes propriétés, on se doit alors d’imposer des
conditions sur la restriction au bord des champs de spineurs. Rappelons aussi que dans
ce cas, la formule de Stokes permet de détecter un défaut de symétrie de l’opérateur de
Dirac. En effet, on a :∫

M

〈Dψ,ϕ〉dv −
∫
M

〈ψ,Dϕ〉dv = −
∫
∂M

〈γ(ν)ψ, ϕ〉ds,

pour tout ψ, ϕ ∈ Γ(ΣM). En utilisant alors la définition d’ellipticité pour une condition
à bord, et en la spécifiant au cas de l’opérateur de Dirac, on dira qu’un opérateur :

B : L2(S) −→ L2(V ),

où V est un fibré vectoriel hermitien au-dessus de ∂M , définit une condition à bord
elliptique pour l’opérateur de Dirac D de M si et seulement si son symbole principal :

σ(B) : T (∂M) −→ HomC(S, V )

satisfait les deux conditions suivantes :

(1) ker σ(B)(u) ∩
{
η ∈ ΣpM / iγ(ν)γ(u)η = −|u|η

}
= {0}

(2) dim Imσ(B)(u) = 1
2
dim (ΣpM) = 2[ n

2
]−1.
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De plus, si le fibré V est de rang 1
2
dim (ΣpM) = 2[ n

2
]−1, on a une condition à bord locale.

On rappelle maintenant brièvement les conditions à bord que l’on va étudier dans la suite.
On s’intéresse en particulier à deux conditions locales qui, comme on va le voir, possède
une propriété d’invariance par changement conforme de métriques.

(1) La condition (CHI) associée à un opérateur de chiralité. Ce type de condi-
tion à bord recquiert l’existence sur la variété M d’une application linéaire :

G : Γ(ΣM) −→ Γ(ΣM),

qui satisfait les relations suivantes :

G2 = Id, 〈Gψ,Gϕ〉 = 〈ψ, ϕ〉
∇X(Gψ) = G

(
∇Xψ

)
, γ(X)G(ψ) = −G

(
γ(X)ψ

)
,

pour tout X ∈ Γ(TM) et tout champ de spineurs ψ, ϕ ∈ Γ(ΣM). Cet opérateur
est appelé opérateur de chiralité puisque lorsque la variété M est de dimension
paire, le candidat standard pour G est donné par la multiplication de Clifford
par l’élément de volume ωC

n . Dans ce cas, G n’est rien d’autre que l’opérateur
de conjugaison échangeant la décomposition chirale. Un autre cas important où
ce type de condition existe toujours est le cadre des hypersurfaces de type-espace
d’une variété lorentzienne spinorielle. En effet, dans ce contexte, il existe un vecteur
T unitaire, de type-temps et normal à l’hypersurface. On peut alors vérifier que
l’opérateur défini par G = γ(T ) est un opérateur de chiralité. Supposons donc
qu’un tel opérateur est donné sur M et considérons l’application :

γ(ν)G : Γ(S) −→ Γ(S).

Cet endomorphisme est auto-adjoint par rapport au produit hermitien sur S et
il est clairement involutif. Le fibré S se décompose alors en sous-espaces propres
associés aux valeurs propres 1 et −1 (isomorphes par l’action de ν). En suivant les
notations introduites au début de cette section, on prend pour fibré V le sous-fibré
propre V ± associé à la valeur propre ±1 de l’application γ(ν)G et on pose :

P±CHI =
1

2
(Id± γ(ν)G),

la projection orthogonale sur le sous-fibré propre V ±. Cet opérateur est un opérateur
pseudo-différentiel d’ordre zéro et son symbole principal σ(P±CHI)(u) (pour u ∈
T (∂M)) cöıncide avec l’opérateur lui-même, c’est-à-dire :

σ(P±CHI)(u) =
1

2
(Id± γ(ν)G).

On vérifie sans trop de difficultés que l’opérateur P±CHI définit une condition à bord
locale et elliptique au sens de Lopatinsky-Shapiro. De plus, le spectre de l’opérateur
de Dirac sous cette condition à bord est constitué d’une suite de nombres réels
non bornée (λ±k )k∈Z telle que :{

Dϕ±k = λ±k ϕ
±
k sur M

P±CHIϕ
±
k |∂M = 0 le long de ∂M.
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(2) La condition (MIT ). Cette condition à bord a été introduite dans les années
soixante-dix par des physiciens du Massachusetts Institute of Technology afin de
donner un modèle de particules élémentaires situées dans une région finie de l’es-
pace (voir [CJJ+74], [CJJT74] ou [Joh75]). On considère ici l’application :

iγ(ν) : Γ(S) −→ Γ(S).

Cet endomorphisme étant clairement involutif, le fibré S se décompose en une
somme directe de deux sous-fibrés propres associés aux valeurs propres 1 et −1
(qui ont même multiplicité). De la même manière que dans le cas de la condition
(CHI), on note V ± −→ ∂M le sous-fibré propre associé à la valeur propre ±1
au-dessus de ∂M . La condition à bord P±MIT est donc définie comme étant la
projection orthogonale sur V ± donnée par :

P±MIT =
1

2
(Id± iγ(ν)).

On vérifie que cet opérateur définit bien une condition à bord elliptique pour
l’opérateur de Dirac de la variété M en remarquant que son symbole principal est
donné par :

σ(P±MIT )(u) =
1

2
(Id± iγ(ν)),

et qu’il satisfait les conditions d’ellipticité au sens de Lopatinsky-Shapiro.

Remarque 3. Les deux conditions à bord précédemment définies sont invariantes par
changement conforme de métriques. En effet, on peut se convaincre assez facilement que
si (P±CHI)u (resp. (P±MIT )u) désigne la condition à bord (CHI) (resp. (MIT )) dans une
métrique gu = e2ug ∈ [g], alors :

P±CHIφ|∂M = 0 ⇔ (P±CHI)uφu |∂M = 0,

P±MITφ|∂M = 0 ⇔ (P±MIT )uφu |∂M = 0

pour φ ∈ Γ(ΣM). Notons que l’opérateur de chiralité qui définit la condition (CHI) dans
la métrique gu est donné par :

Gu : φu 7−→ Guφu := (Gφ)u.

3. Un petit détour par le problème de Yamabe sur les variétés à bord

Les minorations que l’on va donner relient le spectre d’opérateurs de Dirac et le spectre de
différents opérateurs intervenant dans le problème de Yamabe sur les variétés à bord. On
consacre donc cette section à la définition de ces opérateurs et on donne quelques éléments
de la résolution de ce problème. Le problème de Yamabe dans le contexte des variétés rie-
manniennes compactes sans bord étant assez couramment traité dans la littérature (voir
[Heb97] ou encore [LP87]), on se contentera de rappeler les grandes étapes de sa résolution
et on insistera plus sur le cadre des variétés à bord.

Dans les années soixante, Yamabe (voir [Yam60]) annonce avoir démontré que toute
variété riemannienne compacte (Mn, g) possède une métrique conforme à g dont la cour-
bure scalaire est constante. Il ramène ce problème de nature géométrique à la résolution
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d’une équation elliptique non linéaire. Cependant, Trüdinger [Tru68] montre qu’il y a une
erreur dans l’article de Yamabe mais prouve que le résultat reste vrai lorsqu’un certain
invariant conforme, l’invariant de Yamabe (défini par (5)), est négatif ou nul. Le cas où cet
invariant est positif a été résolu en deux temps. Tout d’abord par Aubin (voir [Aub76]),
dans le cas où la variété n’est pas localement conformément plate et de dimension n ≥ 6,
et deuxièment dans les cas restant par Schoen (voir [Sch84]) à l’aide du théorème de la
masse positive.

Dans le cadre des variétés à bord, la majeure partie des résultats que nous allons énoncer
est dûe à Escobar. On s’intéresse ici aux deux problèmes suivants : sur une variété (Mn, g)
de dimension n ≥ 3, riemannienne, compacte et à bord lisse, peut-on trouver une métrique
gi (i = 1, 2) conforme à g telle que :

(1) la courbure scalaire est constante et le bord est minimal (i.e. la courbure moyenne
est nulle) pour la métrique g1 ?

(2) la courbure scalaire est nulle et la courbure moyenne est constante pour la métrique
g2 ?

3.1. Déformation conforme à courbure scalaire constante et à courbure moyenne
nulle. Le problème posé en (1) ci-dessus se ramène à la résolution d’un problème à bord
elliptique non linéaire. En effet, si le système :{

Lu := 4n−1
n−2

∆u+Ru = C u
n+2
n−2 sur M

Bu|∂M := (− 2
n−2

∂
∂ν

+H)u = 0 le long de ∂M,
(PY)

où C ∈ R, admet une solution lisse u > 0 alors la métrique gu = u
4

n−2 g ∈ [g] est à courbure
scalaire constante égale à C et à courbure moyenne nulle. Pour cela, il suffit de remarquer

que si gf = f
4

n−2 g, les courbures scalaires et moyennes de ces deux métriques conformes
sont reliées par :

Rf = f−
n+2
n−2Lf et Hf = f−

n
n−2Bf, (14)

où Rf (resp. Hf ) désigne la courbure scalaire (resp. moyenne) de (Mn, gf ) (resp. de
(∂M, gf ) dans (Mn, gf )). On rappelle que L est le laplacien conforme et B est l’opérateur
de courbure moyenne conforme. On vérifie alors sans trop de difficultés que ce problème
possède une solution lisse u ≥ 0 si et seulement si la fonction u est un point critique de
la fonctionnelle :

Y(v) =

∫
M

(
4n−1
n−2
|∇v|2 +Rv2

)
dv + 2(n− 1)

∫
∂M

H v2ds( ∫
M
|v|

2n
n−2dv

)n−2
2

. (15)

La difficulté pour résoudre (PY) vient du problème suivant : l’injection de Sobolev qui

intervient dans une approche variationnelle classique est H2
1(M) ↪→ L

2n
n−2 (M) et elle n’est

pas compacte, ce qui rend cette approche inefficace. L’idée est de construire, pour tout
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2 ≤ q < 2n
n−2

, une famille (uq) de solutions strictement positives aux équations sous-
critiques : {

Luq = Cqu
q−1
q sur M

Buq|∂M = 0 le long de ∂M,

où Cq ∈ R. L’intérêt de considérer ce système vient du fait que l’on récupère la compacité
de l’inclusion H2

1(M) ↪→ Lq(M) pour tout 2 ≤ q < 2n
n−2

et qu’on peut ainsi utiliser
des méthodes standards pour prouver l’existence de uq. On montre ensuite que la suite
(uq)q converge vers une fonction u ∈ C∞(M) strictement positive ou identiquement nulle,
solution du problème à bord (PY). Pour conclure, il ne reste plus qu’à montrer que la
fonction u est strictement positive. Pour cela, Escobar remarque, par analogie avec le cas
où la variété est sans bord, que l’on peut résoudre ce problème en étudiant un invariant
conforme de (Mn, g), l’invariant de Yamabe. Cet invariant défini par :

Y (M,∂M) = inf
v∈C1(M)

Y(v) (16)

fournit un critère permettant d’exclure la solution u ≡ 0. En effet, on a :

Y (M,∂M) < Y (Sn+, ∂Sn+) = n(n− 1)
(ωn

2

) 2
n ⇒ u > 0, (17)

où Y (Sn+, ∂Sn+) est l’invariant de Yamabe de l’hémisphère de dimension n munie de sa
métrique standard et ωn = Vol(Sn, gst). Notons que pour toute variété M muni d’une
métrique riemannienne g, on a :

Y (M,∂M) ≤ Y (Sn+, ∂Sn+). (18)

Une première étape pour montrer que cette inégalité est stricte consiste à trouver des
caractères géométriques, invariants par changement conforme, qui différencient toutes
variétés de l’hémisphère ronde. On a par exemple les critères suivants :
– Si le bord ∂M possède un point non ombilique ; c’est-à-dire qu’il existe p ∈ ∂M tel que

le tenseur d’ombilicité O = A−Hg est non nulle au point p.
– Si la variété est non localement conformément plate ; alors il existe un point où le tenseur

de Weyl de M est non nulle.
– Si la variété est localement conformément plate et le bord est totalement ombilique,

on définit la masse de la variété comme étant le terme constant de la partie régulière
du développement de la fonction de Green du laplacien conforme L sous la condi-
tion à bord B. Ensuite, le théorème de la masse positive affirme dans ce cas que cette
constante est strictement positive à moins que la variété soit conformément difféomorphe
à l’hémisphère ronde. Ce résultat est prouvé dans [Esc92a] ou bien dans [Rau07] en uti-
lisant les spineurs.

En construisant des fonctions-test adéquates et en utilisant entre autres les propriétés
géométriques décrites ci-dessus, Escobar prouve le théorème suivant :

Théorème 3.1. ([Esc92b]) Soit (Mn, g) une variété riemannienne compacte à bord lisse
et de dimension n ≥ 3, il existe alors une métrique conforme à g dont la courbure sca-
laire est constante et dont le bord ∂M est minimal, sauf si la variété satisfait les quatre
propriétés suivantes à la fois : n ≥ 6, M est non localement conformément plate mais son
tenseur de Weyl s’annule sur ∂M qui est ombilique.
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Dans la suite, on s’intéresse plus particulièrement à la première valeur propre du laplacien
conforme pour la condition B, c’est-à-dire au problème :{

Lf1 = λ1(L)f1 sur M
Bf1 |∂M = 0 le long de ∂M.

(PVY)

Il est facile de vérifier que ce problème possède une solution lisse f1 que l’on peut choisir
strictement positive. La caractérisation variationnelle de λ1(L) est donnée par le quotient
de Rayleigh suivant :

λ1(L) = inf
v∈C1(M)

{∫
M

(
4n−1
n−2
|∇v|2 +Rv2

)
dv + 2(n− 1)

∫
∂M

H v2ds∫
M
v2dv

}
. (19)

Contrairement à l’invariant de Yamabe, cette valeur propre n’est pas invariante par chan-
gement conforme de métriques, mais on peut cependant vérifier que son signe l’est. En
effet, on a les équivalences suivantes :

λ1(L) > 0 (resp. < 0, = 0) ⇐⇒ Y (M,∂M) > 0 (resp. < 0, = 0)

⇐⇒ ∃ gf ∈ [g] telle que Rf > 0 (resp. < 0, = 0)
et Hf = 0.

Pour plus de détails sur les démonstrations de ces résultats, on pourra consulter [Esc92b].

3.2. Déformation conforme à courbure scalaire nulle et à courbure moyenne
constante. Dans [Esc92a], Escobar étudie et résout en grande partie le problème (2)
(voir aussi [Mar07]). Ce problème se traite de la même manière que précédemment. En
effet, un raisonnement analogue permet de constater que la résolution de ce problème
est équivalente à prouver l’existence d’une fonction ũ ∈ C∞(M) et strictement positive
satisfaisant l’équation elliptique non linéaire suivante :{

Lũ = 0 sur M

Bũ|∂M = C̃ ũ
n

n−2

|∂M le long de ∂M
(PY2)

où C̃ ∈ R. Le fait est, qu’une fois encore, une approche variationnelle classique consistant
à prouver l’existence d’une fonction minimisant la fonctionnelle :

Q(v) =

∫
M

(
2

n−2
|∇v|2 + 1

2(n−1)
Rv2

)
dv +

∫
∂M

H v2ds( ∫
∂M
|v|

2(n−1)
n−2 dv

)n−2
n−1

(20)

ne donne rien. En effet, cette méthode fait intervenir la trace H2
1(M) ↪→ L

2(n−1)
n−2 (∂M) qui

est exactement l’injection de Sobolev où on perd la compacité. Cependant, on peut prouver
l’existence de solutions à une famille d’équations sous-critiques et on peut montrer, qu’à
extraction près d’une sous-suite, cette suite converge vers une solution lisse de l’équation
(PY2). Là encore la difficulté provient du fait que la limite peut être identiquement nulle.
Cependant un critère analogue à (17) permet d’exclure ce cas. En effet, on a :

Q(M,∂M) < Q(Sn+, ∂Sn+) = ω
1

n−1

n−1 ⇒ ũ > 0, (21)
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où Q(M,∂M) est l’invariant de type Yamabe défini par :

Q(M,∂M) = inf
v∈C1(M)

Q(v). (22)

Dans la section 5, on s’intéresse plus particulièrement à la première valeur propre associée
au problème (PY2), i.e. :{

Lf2 = 0 sur M
Bf2 |∂M = λ1(B)f2 |∂M le long de ∂M.

(PVY2)

Cette valeur propre possède les mêmes propriétés conformes que λ1(L) :

λ1(B) > 0 (resp. < 0, = 0) ⇐⇒ Q(M,∂M) > 0 (resp. < 0, = 0)

⇐⇒ ∃ gf ∈ [g] telle que Rf = 0 et
Hf > 0 (resp. < 0, = 0)

⇐⇒ λ1(L) > 0 (resp. < 0, = 0).

La caractérisation variationnelle de λ1(B) est évidemment donnée par :

λ1(B) = inf
v∈C1(M)

{∫
M

(
2

n−2
|∇v|2 + 1

2(n−1)
Rv2

)
dv +

∫
∂M

H v2ds∫
∂M

v2dv

}
. (23)

4. Estimations conformes du spectre de l’opérateur de Dirac d’une
variété à bord

Dans cette partie, on relie la première valeur propre de l’opérateur de Dirac sous la condi-
tion à bord (CHI) avec la première valeur propre λ1(L) du laplacien conforme définie en
(19). Cette estimation conduit à la définition et à l’étude d’un nouvel invariant spinoriel
conforme dans le cadre des variétés à bord. Cette section constitue une partie des résultats
obtenus dans [Rau06a].

On supposera dans toute cette section (sauf mention du contraire) que (Mn, σ, g)
est une variété riemannienne spinorielle compacte à bord lisse et qu’elle est muni d’un
opérateur de chiralité G. En particulier, tous les résultats qui suivent sont valables
pour les variétés riemanniennes spinorielles de dimension paire puisque dans ce cas, un
opérateur de chiralité est donné par l’action de Clifford de l’élément de volume du fibré
ΣM .

Le premier résultat que l’on énonce constitue l’analogue de l’inégalité d’Hijazi (3) dans
le cadre des variétés à bord. Il est à noter que dans le cadre fermé le cas d’égalité est
atteint par toute variété qui possède un spineur de Killing réel ϕ ∈ Γ(TM), c’est-à-dire
un champ de spineurs propre pour l’opérateur de Dirac associé à la première valeur propre
λ1(D) 6= 0 satisfaisant :

∇Xϕ = −λ1(D)

n
γ(X)ϕ
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pour tout X ∈ Γ(TM). La sphère ronde est un exemple de variété possédant ce type
de spineurs mais il en existe d’autres (voir [Bär93] pour une classification complète). On
montre ici que, sous la condition à bord (CHI), le cas d’égalité est beaucoup plus rigide
puisqu’il n’est réalisé que par l’hémisphère ronde. En effet, on a :

Théorème 4.1. ([Rau06b]) Soit (Mn, g) une variété riemannienne spinorielle compacte
de dimension n ≥ 3, à bord non vide ∂M et possédant un opérateur de chiralité G. Alors,
la première valeur propre λ±1 de l’opérateur de Dirac sous la condition à bord (CHI)
satisfait :

(λ±1 )2 ≥ n

4(n− 1)
λ1(L).

De plus, on a égalité si et seulement si (Mn, g) est isométrique à une hémisphère standard.

Schéma de la preuve : Soit ϕ ∈ Γ(ΣM) un spineur propre de l’opérateur de Dirac sous la
condition (CHI) associé à λ±1 , c’est-à-dire tel que :{

Dϕ = λ±1 ϕ sur M
P±CHIϕ|∂M = 0 le long de ∂M.

Pour gf = f
4

n−2 g (où f ∈ C∞(M) et f > 0), on pose :

ψf =
(
f−

n−1
n−2ϕ

)
f
∈ Γ(ΣfM)

et ainsi en utilisant la covariance conforme (11) de l’opérateur de Dirac D et celle de la
condition (CHI) (voir la remarque 3), on a :{

Dfψf = λ±1 f
− 2

n−2ψf sur M
(P±CHI)fψf |∂M = 0 le long de ∂M.

On écrit maintenant la formule de Reilly (13) dans la métrique gf et à l’aide de (14) et
de la condition à bord satisfaite par ψf , on obtient directement que :

n− 1

n
(λ±1 )2

∫
M

f−
4

n−2 |ψf |2fdvf ≥
1

4

∫
M

f−
n+2
n−2 (Lf)|ψf |2fdvf +

∫
∂M

n− 1

2
f−

n
n−2 (Bf)|ψf |2fdsf

où dvf (resp. dsf ) est l’élément de volume de (M, gf ) (resp. (∂M, gf ). Pour conclure, il
suffit de choisir comme poids conforme f = f1 une fonction strictement positive satis-
faisant (PVY), c’est-à-dire une fonction propre associée à la première valeur propre du
laplacien conforme sous la condition à bord B. Si on a égalité, le champ ϕ est en fait un
spineur de Killing. On considère ensuite la fonction définie par F = 〈Gϕ,ϕ〉 et on peut
vérifier que c’est une fonction propre non triviale pour le laplacien sur les fonctions sous
la condition à bord de Dirichlet associée à la valeur propre n. On est alors dans le cas
d’égalité d’une estimation de Reilly [Rei77] caractérisée par l’hemisphère ronde. Pour la
réciproque, on montre dans la suite de cette section qu’il existe des champs de spineurs
de Killing sur l’hémisphère qui satisfont la condition (CHI). �

On obtient un résultat analogue en dimension 2. Son énoncé ne nécessite ni l’existence
d’une structure spinorielle ni celle d’un opérateur de chiralité puisque ces deux conditions
sont automatiquement satisfaites pour n = 2. Le résultat suivant constitue l’analogue du
résultat de Bär [Bär92] pour les surfaces compactes sans bord :
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Théorème 4.2. ([Rau06b]) Soit (M2, g) une surface riemannienne compacte à bord non
vide. La première valeur propre de l’opérateur de Dirac sous la condition à bord (CHI)
satisfait :

(λ±1 )2 ≥ 2πχ(M2)

Aire(M2, g)
,

où χ(M2) est la caractéristique d’Euler-Poincaré de M2. De plus, on a égalité si et seule-
ment si (M2, g) est isométrique à une hémisphère ronde.

En utilisant les caractérisations variationnelles (19) et (16) de λ1(L) et de l’invariant de
Yamabe Y (M,∂M) de (Mn, g), l’inégalité de Hölder donne :

λ1(L) ≥ Y (M,∂M)

Vol(M, g)
2
n

et on obtient ainsi :

Corollaire 4.3. ([Rau06b]) Soit (Mn, g) une variété riemannienne spinorielle compacte
de dimension n ≥ 2 dont le bord lisse est non vide. Sous la condition à bord P±CHI , la
première valeur propre λ±1 de l’opérateur de Dirac satisfait :

(λ±1 )2Vol(M, g)
2
n ≥ n

4(n− 1)
Y (M,∂M), (24)

où Y (M,∂M) est l’invariant de Yamabe de la variété (Mn, g).

Remarque 4. On obtient des résultats analogues aux théorèmes 4.1 et 4.3 pour le spectre
de l’opérateur de Dirac sous la condition à bord MIT . Cependant, sous cette condition à
bord, ses valeurs propres forment une suite de nombres complexes dont la partie imaginaire
est strictement positive ce qui constitue une difficulté supplémentaire par rapport à la
condition précédente. Les estimations conformes que l’on obtient dans ce cas ne sont pas
optimales. Cependant, dans [Rau05], on obtient une estimation optimale de la première
valeur propre de l’opérateur de Dirac sous cette condition à bord dans le cadre classique
(c’est-à-dire qui ne repose pas sur ses propriétés conformes) et on peut espérer que la
méthode employée s’applique dans ce cadre.

Le corollaire 4.3 conduit à la définition d’un nouvel invariant spinoriel conforme sur les
variétés à bord. Un invariant similaire a été et est encore l’objet de nombreuses re-
cherches dans le cadre des variétés fermées (voir par exemple [Amm04], [AGHM08] ou
bien [AHM06]).

Définition 4.4. Soit (Mn, σ, [g]) une variété compacte à bord lisse ∂M munie d’une
structure spinorielle σ et d’une classe conforme de métriques riemanniennes [g]. On pose :

λmin(M,∂M) = λmin(M,∂M, σ, [g]) := inf
gu∈[g]

{
|λ±1 (gu)|Vol(M, gu)

1
n

}
où λ±1 (gu) est la première valeur propre de l’opérateur de Dirac sous la condition (P±CHI)u
sur (Mn, gu).

Remarque 5. La définition de l’invariant λmin(M,∂M) ne dépend pas du choix de
(P+

CHI)u ou (P−CHI)u et justifie la définition précédente.
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Cet invariant possède des propriétés analogues à l’invariant de Yamabe de (Mn, g) comme
l’invariance par changement conforme de métriques. On peut alors se demander si une
estimation du type de (18) peut-être obtenue pour λmin(M,∂M). On montre en effet que
c’est le cas :

Théorème 4.5. ([Rau09b]) Soit (Mn, g) une variété riemannienne spinorielle compacte
à bord non vide. Alors si n ≥ 2, on a :

λmin(M,∂M) ≤ λmin(Sn+, ∂Sn+) =
n

2

(ωn
2

) 1
n
, (25)

où ωn = Vol(Sn, gst).

La démonstration de ce résultat se divise en quatre parties distinctes :

(1) Trouver une caractérisation variationnelle de λmin(M,∂M). Ce premier point est
obtenu sans trop de difficultés par :

Proposition 4.6. ([Rau09b]) Si on pose :

J(ϕ) =

( ∫
M
|Dϕ|

2n
n+1dv

)n+1
n∣∣ ∫

M
Re〈Dϕ,ϕ〉dv

∣∣ ,
alors λmin(M,∂M) = inf

ϕ∈C±
J(ϕ).

Dans l’énoncé précédent, C± désigne le supplémentaire L2-orthogonal du noyau
Ker±(D) de l’opérateur de Dirac sous la condition P±CHI dans :

H± := {ϕ ∈ H2
1 / P

±
CHIϕ|∂M = 0}.

(2) L’étude détaillée du cas de l’hémisphère ronde Sn+. On vérifie que sur (Sn+, gst), il
existe un champ de spineurs de Killing Φ ∈ Γ(ΣSn+) tel que :{

∇stΦ = −1
2
γ(X)Φ sur Sn+

P±CHIΦ|∂Sn
+

= 0 le long de ∂Sn+,

où ∇st est la connexion de Levi-Civita standard sur Sn+. À l’aide de cette observa-
tion et de l’inégalité (24), on obtient que :

λmin(Sn+, ∂Sn+) =
n

2

(ωn
2

) 1
n
.

Remarquons que la projection stéréographique :

F : (Sn+ \ {m}, gst) ' (Rn
+, f

2eucl) −→ (Rn
+, eucl) (26)

pour m ∈ ∂Sn+ avec f(x) = 2/(1 + ||x||2) et ||x||2 := x2
1 + · · · + x2

n induit une
identification (voir (10)) des fibrés des spineurs au-dessus de (Sn+ \ {m}, gst) et de
(Rn

+, eucl) et que le spineur de Killing Φ sur Sn+ induit un spineur Ψ ∈ Γ(ΣRn
+)

satisfaisant :

DeuclΨ =
n

2
fΨ

où Deucl est l’opérateur de Dirac sur Rn
+ muni de la métrique euclidienne eucl.
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(3) La construction d’une trivialisation adaptée du fibré des spineurs au voisinage d’un
point p ∈ ∂M . On considère le système de coordonnées de Fermi au voisinage de
p ∈ ∂M défini par :

Fp : U ⊂ TpM ' Rn
+ −→ V ⊂M

(x1, ..., xn−1, t) 7−→ q

où (x1, ..., xn−1) est un système de coordonnées normales du bord au point p et
t 7→ γ(t) = t désigne la géodésique orthogonale à ∂M paramétrée par la longueur
d’arc. Ce système de coordonnées permet ainsi d’identifier (localement) un champ
de spineurs sur (V, g) avec un champ sur (U, eucl). On notera cette identification :

ΣU −→ ΣV
ψ 7−→ ψ,

où ΣV (resp. ΣU) est le fibré des spineurs (trivial) au-dessus de (V, g) (resp.
(U, eucl)). Notons que grâce à cette identification, on peut relier les opérateurs de
Dirac D de (V, g) et Deucl de (U, eucl).

(4) La construction d’un spineur-test et son évaluation dans la caractérisation varia-
tionnelle précédemment obtenue. Pour cela, on choisit un spineur constant Ψ0 sur
Rn

+ et on pose :

ϕ(x) =
1√
2
f

n
2 (r)γ(1− x)Ψ0(x) ∈ Γ

(
ΣRn

+

)
, (27)

où f est la fonction définie par (26). En choisissant une fonction η lisse sur M telle
que :

η(x) =

{
1 sur B+

p (δ)
0 sur M \ B+

p (2δ)
et |∇η| ≤ 1

δ

avec B+
p (2δ) := {x ∈ V / x2

1 + · · · + x2
n−1 + t2 ≤ 2δ, t ≥ 0} ⊂ V , on obtient un

champ de spineurs sur M dont le support est contenu dans V en posant :

ϕε(x) = η(x)ϕ(
x

ε
) ∈ Γ(ΣM).

Pour obtenir un “bon” spineur-test, il ne reste plus qu’à montrer que l’on peut
choisir ϕε satisfaisant la condition à bord (CHI). On peut s’en assurer à l’aide du
lemme suivant :

Lemme 4.7. Soit U et V les deux ouverts de trivialisation induits par le système
de coordonnées de Fermi. Si Ψ0 ∈ Γ

(
ΣRn

+

)
est un spineur constant tel que :

P∓CHIΨ0(p) = 0

en un point p ∈ V ∩ ∂M , alors P∓CHIΨ0|V ∩∂M = 0.

On obtient ainsi le spineur-test en choisissant dans (27) le champ Ψ0 sur Rn
+ tel

que P∓CHIΨ0(p) = 0 et ainsi le lemme 4.7 assure que P∓CHIϕε |∂M = 0. Après des
estimations assez conséquentes, on montre que :

λmin(M,∂M) ≤ J(ϕε) = λmin(Sn+, ∂Sn+) + o(1),

ce qui prouve le théorème 4.5.
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En combinant cette estimation avec l’inégalité d’Hijazi obtenue dans le corollaire 4.3, on
obtient une preuve spinorielle de l’inégalité (18) de Escobar. Plus précisément :

Corollaire 4.8. ([Rau09b]) Soit (Mn, g) une variété riemannienne spinorielle compacte
à bord non vide ∂M dont l’invariant de Yamabe Y (M,∂M) est strictement positif, alors
l’inégalité (18) est satisfaite. De plus, si :

λmin(M,∂M) < λmin(Sn+, ∂Sn+), (28)

il existe une métrique conforme à g dans laquelle la courbure scalaire est constante et dont
le bord est minimal.

L’inégalité (28) fournit un critère analogue à celui obtenu par Escobar pour la résolution
du problème de Yamabe à bord et motive donc la question suivante : sous quelles condi-
tions peut-on affirmer que (28) est satisfaite ? Dans [Rau07], on obtient une réponse
partielle à cette question en étudiant la fonction de Green de l’opérateur de Dirac sous
la condition (CHI). D’autre part, on note que cette approche du problème du Yamabe
fait apparâıtre des difficultées supplémentaires par rapport à la méthode standard. Ces
difficultées proviennent en partie du fait que l’étude de l’invariant λmin(M,∂M) n’est pas
directement liée au problème de Yamabe mais à l’existence (dans la classe conforme de g)
d’une métrique minimisant cet invariant. Pour plus de détails sur ce problème, le lecteur
intéressé pourra consulter [Amm04] ou [Amm03] pour le cadre des variétés fermées. Une
autre application du théorème 4.5 et des résultats obtenus dans [AGHM08] est donnée par
l’obtention d’une inégalité de type-Sobolev pour l’opérateur de Dirac avec une constante
de Sobolev “presque” optimale (voir [Rau09c]).

5. Aspect conforme de l’opérateur de Dirac sur des hypersurfaces
plongées

Dans cette section, on s’intéresse aux mêmes types de questions que celles abordées dans
la partie précédente mais dans un contexte différent. En effet, on se demande ici si il est
possible d’obtenir une estimation conforme de la première valeur propre de l’opérateur

de Dirac du bord D̃. Plus précisément, si Ω est un domaine compact à bord lisse ∂Ω
d’une variété riemannienne spinorielle (Nn, g), peut-on obtenir des estimations sur la
première valeur propre de l’opérateur de Dirac de ∂Ω en fonction d’invariants géométriques
extrinsèques ? et si oui, peut-on obtenir des invariants conformes ? Ces questions ont
été abordées par Hijazi, Montiel et Zhang (voir [HMZ01] et [HMZ02]) et la plupart des
résultats que nous énonçons ici proviennent de ces travaux. La première estimation que
nous présentons donne le parfait analogue de (3) dans le cadre extrinsèque. En effet, on
a :

Théorème 5.1. ([HMZ02]) Soit Ω un domaine compact à bord lisse ∂Ω dans une variété

riemannienne spinorielle (Nn, g). La première valeur propre λ1(D̃) de l’opérateur de Dirac
de ∂Ω vérifie :

λ1(D̃) ≥ n− 1

2
λ1(B), (29)

où λ1(B) est la première valeur propre du problème à bord (PVY2). Si on a égalité, le
domaine Ω possède une métrique g ∈ [g] telle que (Ω, g) admet un spineur parallèle. De
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plus, l’espace propre associé à λ1(D̃) est isomorphe à l’espace des spineurs obtenus par
restriction à ∂Ω des spineurs parallèles sur (Ω, g).

La démonstration de ce résultat repose sur deux points essentiels. Le premier consiste à
montrer que l’opérateur de Dirac, sous une certaine condition à bord, est inversible. Ainsi
on pourra prolonger de manière adéquate un spineur sur ∂Ω en un champ défini sur tout le
domaine Ω. Le deuxième ingrédient réside dans le choix d’un changement conforme adapté
similaire à ceux utilisés pour prouver l’inégalité (3) ou celle obtenue dans le théorème 4.1.

Une propriété importante intervenant dans le choix de la condition à bord est la propriété
d’invariance conforme. En utilisant la remarque 3, on voit que les conditions (CHI) et
(MIT ) décrites dans la section 2.4 fournissent des candidats potentiels. Cependant, la
condition (CHI) nécessite l’existence d’un opérateur de chiralité. On peut donc supposer
que le candidat idéal pour aborder ce problème est la condition (MIT ) et c’est effective-
ment le cas puiqu’on a :

Lemme 5.2. L’opérateur de Dirac sur Ω défini par :

D : {ϕ ∈ H2
1 /P

±
MITϕ|∂Ω = 0} −→ L2

est inversible.

Dans l’énoncé précédent, L2 (resp. H2
1 ) désigne le complété pour la norme :

||ϕ||22 :=

∫
Ω

|ϕ|2dv < +∞ (resp. ||ϕ||2,1 = ||ϕ||2 + ||∇ϕ||2 < +∞)

de l’espace des spineurs lisses sur Ω. À l’aide de ce lemme, on est en mesure de donner la
démonstration de l’inégalité (29).

Schéma de la preuve du Théorème 5.1 : Remarquons que si gf = f
4

n−2 g est un changement
conforme de métriques sur Ω alors pour tout ψ ∈ Γ(ΣM), la formule de Reilly spinorielle
(13) s’écrit dans la métrique gf :

1

4

∫
Ω

(f−1Lf)|ψ|2dv − n− 1

n

∫
Ω

|Dfψ
∗
f |dvf ≤

∫
∂Ω

(
〈D̃ψ, ψ〉 − n− 1

2
(f−1Bf)|ψ|2

)
ds

où ψ∗f est l’image par l’identification (10) du champ de spineurs ψ∗ = f−1ψ ∈ Γ(ΣΩ). Soit

maintenant Φ ∈ Γ(S) un champ de spineurs propre pour l’opérateur D̃ associé à la valeur

propre λ1(D̃). Le lemme 5.2 assure l’existence d’un unique φ∗f ∈ Γ(ΣfΩ) satisfaisant le
problème à bord :{

Dfφ
∗
f = 0 sur Ω

(P±MIT )fφ
∗
f |∂Ω = (P±MIT )f (f

−1Φf ) le long de ∂Ω.

La formule de Reilly appliquée à φ∗f donne :

1

4

∫
Ω

(f−1Lf)|φ|2dv ≤
∫
∂Ω

(
λ1(D̃)− n− 1

2
(f−1Bf)

)
|φ|2ds

où φ = fφ∗ ∈ Γ(ΣΩ). Il est clair maintenant que si on choisit le facteur conforme f = f2

une solution lisse et strictement positive du problème à bord (PVY2), on obtient le résultat
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annoncé. Si on a égalité, on vérifie que le champ de spineurs φ∗f2 est parallèle et en
particulier la métrique gf2 est Ricci-plate. D’autre part, l’application :

φ∗f2 |∂Ω 7−→ f2φ
∗
|∂Ω

définit un isomorphime entre l’espace des restrictions à ∂Ω des spineurs parallèles sur

(Ω, gf2) et l’espace propre associé à λ1(D̃). �

En utilisant la discussion de la section 3.2, on obtient une version extrinsèque de l’inégalité
(4) :

Corollaire 5.3. ([HMZ02]) Sous les hypothèses du Théorème 5.1, on a :

λ1(D̃)Vol(∂Ω, g)
1

n−1 ≥ n− 1

2
Q(Ω, ∂Ω),

où Q(Ω, ∂Ω) est l’invariant de type Yamabe défini en (22).

Encore une fois à l’aide du théorème 5.1, on donne une version extrinsèque de l’inégalité
de Friedrich (2), la courbure moyenne de ∂Ω prenant le rôle de sa courbure scalaire.

Théorème 5.4. ([HMZ01]) Soit Ω un domaine compact d’une variété riemannienne spi-
norielle (Nn, g). Supposons que la courbure scalaire de (Nn, g) est positive ainsi que la

courbure moyenne H de (∂Ω, g) dans (Ω, g). Alors la première valeur propre λ1(D̃) de
l’opérateur de Dirac de ∂Ω vérifie :

λ1(D̃) ≥ n− 1

2
inf
∂Ω
H.

De plus, on a égalité si et seulement si le domaine (Ω, g) possède un spineur parallèle,

l’hypersurface ∂Ω est à courbure moyenne constante et l’espace propre associé à λ1(D̃)
consiste en la restriction à ∂Ω des spineurs parallèles sur (Ω, g).

Preuve : Il suffit de remarquer en utilisant la caractérisation variationnelle (23) de λ1(B),
que puisque la courbure scalaire est supposée positive, on a :

λ1(B) ≥ inf
∂Ω
H.

De plus, on a égalité si et seulement si la courbure scalaire de (Ω, g) est nulle et si les
fonctions propres associées à λ1(B) sont les constantes (non nulles). Le cas d’égalité se
déduit de celui du Théorème 5.1 puisque dans ce cas la fonction f2 est constante. �

Remarque 6. Ce type de questions a été étudié dans le cadre du laplacien agissant
sur les fonctions. En effet, on sait, depuis Lichnerowicz [Lic58] et Obata [Oba62] que si
(Mn, g) est une variété riemannienne compacte dont la courbure de Ricci est telle que
Ric ≥ (n − 1)g (k > 0), alors la première valeur propre µ1 du laplacien agissant sur les
fonctions satisfait :

µ1 ≥ n.

De plus, on a égalité si et seulement si (Mn, g) est isométrique à la sphère ronde de rayon
1. L’analogue de cette estimation dans le cadre extrinsèque a été obtenu par Xia [Xia97].
Plus précisément, si (Ωn, g) est une variété riemannienne compacte à bord lisse ∂Ω telle
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que la courbure de Ricci de Ω vérifie Ric ≥ 0 et la seconde forme fondamentale de ∂Ω est
telle que A ≥ c (c > 0), alors la première valeur propre µ1 du laplacien de ∂Ω vérifie :

µ1 ≥ (n− 1)c2.

De plus, on a égalité si et seulement si (Ωn, g) est isométrique à la boule euclidienne de
rayon 1/c. Dans un travail actuellement en cours [Rau09a], on étudie ce type de questions
pour le laplacien de Hodge agissant sur les formes et on obtient une inégalité du type
Gallot-Meyer [GM75] dans le cadre extrinsèque.

Grâce à ces estimations, on est en mesure de donner des preuves simples de résultats
géométriques. Le premier résultat auquel nous nous intéressons est un théorème d’Alex-
sandrov et nous présentons ici la preuve de Hijazi, Montiel et Zhang :

Corollaire 5.5. ([Ale56],[Rei77],[HMZ01]) Une hypersurface compacte plongée à courbure
moyenne constante dans l’espace euclidien est une sphère ronde.

Preuve : Puisque l’hypersurface compacte est plongée, elle borde un domaine compact Ω
de Rn et il faut donc montrer que ∂Ω est une sphère ronde. D’autre part, on peut vérifier
(voir [MR91]) que dans ce cas la courbure moyenne doit être strictement positive. On
choisit Ψ ∈ Γ(ΣRn) un champ de spineurs parallèles sur Rn. En utilisant (9) et le fait
que la courbure moyenne est constante, on vérifie que sa restriction à ∂Ω est un spineur

propre pour l’opérateur de Dirac D̃ associé à la valeur propre n−1
2
H. On définit alors pour

p ∈ ∂Ω le spineur :

ψ(p) := γ(νp +Hp)Ψ(p)

où νp est le champ de vecteurs normal unitaire à ∂Ω au point p. Si ce champ est iden-
tiquement nul, on vérifie facilement que dans ce cas Σ est totalement ombilique et donc
une sphère (puisque compacte). Si on suppose que ψ n’est pas trivial, on calcule que c’est

un spineur propre pour D̃ associée à la valeur propre n−1
2
H. En utilisant le théorème 5.4,

on obtient l’existence d’un champ de spineurs parallèle Φ ∈ Γ(ΣRn) tel que Φ|Σ = ψ. On

a alors pour X ∈ Γ
(
Σ(∂Ω)

)
:

0 = ∇XΦ = ∇Xψ = γ
(
HX − A(X)

)
Ψ

et ainsi ∂Ω est totalement ombilique car Ψ n’a pas de zéros. �

La deuxième application est donnée par un théorème de rigidité pour la boule unité de
l’espace euclidien. Ce résultat a été obtenu par Miao [Mia03] à l’aide d’un théorème de la
masse positive. On en présente ici une preuve élémentaire obtenue dans [Rau08] découlant
directement du théorème 5.4. On notera que même dans l’énoncé de Miao, on suppose la
variété munie d’une structure spinorielle puisque le théorème de la masse positive qu’il
utilise est démontré à la Witten, c’est-à-dire en utilisant les spineurs.

Corollaire 5.6. ([Mia03],[Rau08]) Soit (Ωn, g) une variété compacte riemannienne spi-
norielle de dimension n ≥ 3 à bord lisse ∂Ω dont la courbure scalaire satisfait R ≥ 0.
Supposons de plus que le bord est isométrique à la sphère standard Sn−1 et que sa courbure
moyenne vérifie H ≥ 1. Alors (Ωn, g) est isométrique à la boule unité de Rn.
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Preuve : Puisque le bord (∂Ω, g) est isométrique à la sphère ronde, on peut trivialiser son

fibré des spineurs par 2[ n−1
2

] spineurs de Killing, c’est-à-dire satisfaisant :

∇∂Ωψi = −1

2
γ∂Ω(X)ψi

pour tout X ∈ Γ
(
T (∂Ω)

)
. A l’aide des identifications des fibrés Σ(∂Ω) et S (voir la

remarque 2), on construit 2[ n
2

] champs de spineurs ψ̃i ∈ Γ(S) tels que :

∇Sψ̃i = −1

2
γS(X)ψ̃i

pour tout X ∈ Γ
(
T (∂Ω)

)
. Il est facile de vérifier que ces spineurs sont des spineurs propres

de l’opérateur de Dirac D̃ associées à la valeur propre n−1
2

. D’autre part, puisque H ≥ 1,

le théorème 5.4 assure que pour tout i ∈ {1, · · · , 2[ n
2

]}, il existe un champ de spineurs

parallèles Ψi ∈ Γ(ΣΩ) tel que Ψi |∂Ω = ψ̃i et on a ainsi une base de ΣΩ formée de 2[n/2]

spineurs parallèles. D’autre part, en utilisant la formule de Gauss spinorielle, on vérifie
que ∂Ω est totalement ombilique. En résumé, on a montré que Ω est un domaine compact
plat dont le bord est une sphère ronde totalement ombilique, la variété (Ωn, g) est donc
isométrique à la boule unité de (Rn, eucl). �

Pour finir, on notera que des résultats utilisant ces méthodes sont obtenus dans [HM03]
et plus récemment dans [Rau08] où on donne en particulier une preuve d’une conjecture
de Schroeder et Strake [SS89] dans le cadre spinoriel (voir aussi [HW07]). Le cas des
variétés à courbure scalaire minorée par une constante négative est traité dans [HMR03]
et [Rau08].
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