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Résumé

When one considers numerical data taken from various sources such as Stock Ex-
change values, areas of African lakes, weights of chemical compounds ..., one observes
that the nine digits 1,2,...,9 do not occur as the first digit (the one on the left) in
these numbers with uniform probability : in the 1930’s, F. Benford gathered more
than 20 000 such numerical samples and observed that each digit d occurs with pro-
bability =~ log(1+1/d). One can wonder if such a law still holds for sequences (ay)n>0
contained in [1, +o0o[ such as the Fibonacci sequence, or, more generally, for sequences
defined by linear recurrence relations. For instance, the sequence a, = 2" satisfies
Benford’s Law, as is shown in [1] as an application of an ergodic theorem of H. Weyl.
We prove that many classes of solutions (ay)n,>¢ of linear recurrence relations do
satisfy Benford’s Law, as well as all their subsequences of the form (ag(n))n>0, where
Q(n) is any non constant polynomial such that Q(n) > 0 for every n > 0. The proof
rests on H. Weyl’s celebrated ” Gleichverteilung von Zahlen mod 1”7 Theorem.

1 Introduction

Lorsque I’on consideére un ensemble de valeurs numériques relevées au hasard (cours de la
Bourse, nombres extraits de journaux,...), on constate que les chiffres de 1 & 9 n’apparaissent
pas avec la méme fréquence comme chiffre significatif (le premier chiffre & gauche) dans
Iécriture décimale de I'ensemble de valeurs étudiées : en fait, étant donné d € {1,...,9}, la
proportion de valeurs de la liste dont le chiffre significatif est d est voisine de log(1 + 1/d).
Ainsi, la proportion de valeurs commengant par 1 est environ égale a log(2) ~ 0.301, celle
des valeurs commengant par 2 vaut a peu pres log(3/2) ~ 0.176, et ainsi de suite jusqu’a
la proportion des valeurs commencant par 9 qui est de 'ordre de log(10/9) ~ 0.046. Cette
constatation fut la premiere fois publiée en 1881 par S. Newcomb dans la revue American
Journal of Mathematics, mais passa completement inapercue. Cinquante ans plus tard, le
physicien Franck Benford fait la méme constatation et publie en 1938 un article dans les
Proceedings of the American Philosophical Society contenant 20 229 observations provenant
de divers domaines. Il constate que la table correspondante des premiers chiffres s’accorde
avec la loi qui portera désormais son nom. Pour davantage de détails sur la loi de Benford
et son histoire, nous conseillons au lecteur de consulter I'excellent article de T. Hill [3].

Il est plus ou moins connu que cette loi est aussi vérifiée pour certaines suites de
nombres telles que la suite de Fibonacci (F},),>0 ou la suite (2"),>0, par exemple. Or,
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de telles suites satisfont les relations de récurrence : F, o = F,.1 + F, pour la suite de
Fibonacci, et a,4+1 = 2a, pour la seconde. A propos de cette derniére, voir [1], pages 135
et 136 ; c’est d’ailleurs cet exemple qui a motivé notre étude.

Le but de notre article est de présenter une condition suffisante pour qu’une suite de
nombres a,, > 1 (non nécessairement entiers) satisfaisant une relation de récurrence de la
forme

Upgq = ClOntg—1 + C20pig—2 + ...+ cqay (1)

oucy,...,cq € Ret ¢, # 0, obéisse a la loi de Benford non seulement en base 10 mais dans
d’autres bases b > 3. (Notons que toute suite (a,) C [1, 0o satisfait trivialement la loi de
Benford en base 2.)

Avant d’énoncer le résultat précis, nous avons besoin de quelques rappels et de fixer
nos notations.

Si E désigne un ensemble fini, on note | E| son cardinal. Si z est un nombre réel, on note
[x] sa partie entiére et {x} sa partie fractionnaire : [x] est le plus grand entier inférieur ou
égal a x, et {x} = x — [z]. Soit maintenant un entier b > 3 . Puisque l'intervalle [1, +00]
est la réunion disjointe

[L+oo[=| | || v (d+1)-0],

>0 de{l,....b—1}

tout nombre a € [1,+oo[ appartient & un unique intervalle [d - ", (d + 1) - b"[ ou 7 > 0 et
1 <d <b—1 sont entiers. Le digit d est le (premier) chiffre significatif de a en base b. Si
(an)n>o0 C [1,+00[ et b sont fixés, on note d,, le chiffre significatif de a,, en base b.

Définition 1.1 La suite (a,)n>0 C [1,+00] satisfait la loi de Benford par rapport a
la base b si, pour tout d € {1,...,b—1}, on a

1
lim NHO <n<N-1]|d,=d}| =log,(1+1/d).

N—oo

Nous allons également utiliser quelques faits sur les relations de récurrence d’ordre ¢
telles que la relation (1). Récrivons-la ainsi :

Uptq — ClOptg—1 — - .. — Cqlpn = 0. (2)

On associe a une telle relation un polynéme p(zx) appelé polynome caractéristique : c’est le
polynome

p(r) =27 — izt — .. —c, (3)

La raison en est que toute solution (a,),>o de la relation de récurrence s’exprime a 'aide
des racines de p(x) de la fagon suivante : écrivons p(x) = (x — &) (x —&)H2 ... (z — Ep ),
ot &y, ..., &, € Csont les racines distinctes de p(x), et, pour 1 < j < m, l'entier p; > 1 est
l'ordre de &;. Alors toute solution (a,),>o de la relation (2) est une combinaison linéaire des
suites (n"’fy)nzo pour 0 < k < pj et 1 < j < m. Plus précisément, il existe des constantes
a; i, déterminées par les conditions initiales ag, ai,...,a,—1 telles que

m ;=1

ap = Z Z O‘j,knkg;l (4)

j=1 k=0

pour tout n > 0.
Nous sommes preéts a énoncer le résultat principal de l'article :
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Théoréme 1.2 Soit p(z) = 29 — a9t — ... — ¢,_1x — ¢, un polynéome de degré q qui
posséde une racine & > 1 de multiplicité 1 telle que |n| < & pour toute autre racine n
de p(z). Soit (an)n>0 C [1,+00[ une suite satisfaisant la relation de récurrence associée
(ptqg — Cllpig—1 — - .. — Cqan = 0 et telle que

inf{g—g | n >0} > 0. (5)

Si b > 3 est un entier tel que log,(§) est irrationel, alors la suite (a,) satisfait la loi de
Benford par rapport a b, et il en est de méme de toule sous-suite (agm))n>0 0U Q(x) est
un polynéome non constant a coefficients entiers tel que Q(n) > 0 pour tout entier n > 0.

Remarque. Observons que la condition (5) est indispensable : en effet, la suite (a,,) définie
par a, = 4™ satisfait la relation de récurrence

Upt2 = 9an+1 — 20ay, )

les racines du polynome caractéristique associé sont 4 et 5, et elle ne satisfait évidemment
pas la loi de Benford pour b = 4 bien que log,(5) soit irrationnel.

La preuve du théoreme s’articule ainsi : le polynome Q(x) étant fixé, on associe a la
suite (agm))n>o0 la suite (A,)p>0 C [0, 1] définie par : A\, = {log,(agm))} = log,(agm)) —
log,(ag@m))]- On montre d’abord que si cette derniere est équidistribuée dans [0, 1] (voir
le paragraphe 3), alors (agn)) satisfait la loi de Benford par rapport a b; ensuite, grace a
un théoreme de Weyl [5] (théoréme 2.4 ci-apres), les hypotheses du théoreme 1.2 assurent
que (An)n>o est équidistribuée dans [0, 1]. La preuve du théoreme 1.2 est donnée dans le
paragraphe 3, et le paragraphe 4 est consacré a quelques exemples.

2 Les suites équidistribuées
Nous commencons par rappeler la notion de suite équidistribuée :

Définition 2.1 Une suite (u,,)n>0 contenue dans l'intervalle [0,1] est équidistribuée si,
pour tous 0 < a<b<1, ona

1
lim N|{O§n§N—1|a§un<b}]:b—a.

N—oo

Autrement dit, une suite équidistribuée se répartit tres uniformément dans chaque sous-
intervalle de [0, 1]. Cette notion est due a H. Weyl [5], ainsi que le critére suivant qui permet
de donner des exemples de telles suites.

Théoréme 2.2 (H. Weyl) Pour une suite (u,)n>o contenue dans lintervalle [0,1], les
conditions suivantes sont équivalentes :

(1) (uy,) est équidistribuée ;

(2) pour toute fonction continue (& valeurs réelles ou complexes) f sur [0,1] telle que

7(0) = (1), on a )
1 ] 1 -1
/0 flods = Jim 32 flun)
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(3) pour tout entier £ # 0,
N-1

. 1 2milun
Jim gy 2 e =0,

n=0

La preuve est exposée notamment dans [1] et dans [4]. En guise d’application, rappelons
I’exemple classique :

Exemple 2.3 Soit £ € R un nombre irrationnel et soit u,, = n — [n€] la suite des parties
fractionnaires de la suite (n),>o. Alors (uy,)n>0 est équidistribuée.

Preuve. La condition (3) du théoreme est particulierement bien adaptée a ce cas. Fixons
donc un entier £ # 0 et posons z = €2, Observons que z # 1 quel que soit ¢ # 0 puisque
¢ est irrationnel.

Comme e™un = 2min& — »n pour tout n, on a :

N-—1 o 1N n 1 N—]_
—Z = S =y O

lorsque N — oc. 0J

La preuve du théoreme 1.2 utilise la généralisation suivante de I’exemple ci-dessus dont
la preuve est nettement plus complexe (voir [5] et le théoréme 21 de [2]) :

Théoréme 2.4 (H. Weyl) Soit R(z) = 7™ + Tp12™ 1 + ...+ 112 + 709 un polynome a
coefficients réels avec r,, # 0 et m > 0 tel que l'un au moins des r; soit irrationnel parmi
Ty . Alors la suite des parties fractionnaires ({R(n)})n>0 est équidistribuée.

Voyons maintenant quelle est la relation entre une suite (a,) C [1,00[ qui satisfait la
loi de Benford par rapport a une base b et les suites équidistribuées dans [0, 1].

Proposition 2.5 Soit (ay,)n>0 C [1,+00[ et soit b > 3 un entier. Posons

An = logb(an) - [logb(an)] € [07 1]

pour tout n > 0. Si la suite (A\n)n>0 est équidistribuée alors la suite (a,)n>o satisfait la loi
de Benford par rapport a b.

Preuve. Comme dans le paragraphe précédent, notons d,, le chiffre significatif de a,, en base
b; il existe un entier r = r,, > 0 tel que

dy b < a, < (dy+1)-0;

ceci est équivalent a
log,(d,) < logy(a,) —r <log,(d, + 1).

Cela montre entre autres que r est égal a [log,(a,,)]. Ainsi, sid € {1,...,b— 1} est fixé, on
a d, = d si et seulement si \,, € [log,(d),log,(d+1)[. Si (\,) est équidistribuée, on obtient :
1 1
THOSn<N-1]dy=d)| = HO<n<N 1A € flogy(d).logy(d + )}
— logy(d+ 1) —log,(d) = log,(1 + 1/d)

lorsque N — oc.
Cela acheve la preuve de la proposition. 0
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3 Preuve du théoréme 1.2

Rappelons les hypotheses : (a,),>0 C [1,+00] est une suite qui satisfait la relation de
récurrence

Upq — Cllptg—1 — - - — Cqlp =0 (6)
et soient £ =& > 1 et &,...,&, les racines de son polynome caractéristique. On suppose
Qp,
que |&| < & pour j > 2 et que infg—n > 0.
Ecrivons, compte tenu des rappels du paragraphe 1 (formule (4)) :

m M

=ag"+y Z o ene] (7)

j=2 k=0

pour n > 0. Récrivons (7) ainsi :

e (3 e (), @

7=2 k=0

D’apres les hypotheses, o > 0 et I'expression entre parentheses aussi. Soit Q(z) = bsx® +
bs—12° 1 4 ... 4 biw 4+ by avec s > 1, b; € Z, by > 0, tels que Q(n) > 0 pour tout entier
n > 0. On obtient alors

m My £ Q(n)
Qn) = (Ck + Z Z aj kQ (?) > .
7=2 k=0

D’apres la proposition 2.5, il suffit de vérifier que la suite ({log,(agm) })n>0 est équidistribuée.
Or,
logy(agm)) = Q(n)1og,(§) + 1n

m \ am)
ou 1, = log, <a + Z Z a;rQ(n <%> ) — 1 = logy(«) lorsque n — oo.

7=2 k=0
Afin d’obtenir la conclusion, nous allons utiliser le lemme suivant :

Lemme 3.1 Soient (up)n>0 €t (Un)n>0 deux suites de nombres complezes telles que

(a) (u,) converge vers u € C;

(b) (vy) est bornée et lim — Z v, =v € C.

N—»oo
Alors
lim — E Up Uy, = UD.
N—)oo N n+¥n

Preuve. Puisque |u,, — u| converge vers 0 1orsque n — oo, elle converge également au sens
de Césaro :
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Soit encore C' > 0 tel que |v,| < C pour tout n. En utilisant les majorations suivantes :

1 | N y V-1
NZunvn = |N (u —u)vn—i-ﬁnz:%vn—uﬂ
N—1 N—1
C 1
< § 2l ul+ g ol
on obtient le résultat. O

Pour terminer la preuve du théoréme, fixons un entier ¢ # 0 et posons u, = > et
v, = 2™ logs (&) Puisque log, (&) est irrationnel et que Q(x) est & coefficients entiers, on

a, par le théoreme 2.4 :
im — E

donc
lim — E UpUyp =
N N ntn 7

et le théoreme 2.2 implique que la suite ({logb(aQ(n)})nZO est équidistribuée. Ceci acheve
la preuve du théoreme 1.2. O

Remarques. (1) En fait, 'exemple 2.3 suffit & démontrer que la suite (a,) elle-méme
satisfait la loi de Benford.

(2) Si (an)n>o satisfait les hypotheses du théoreme 1.2, certaines suites associées satisfont
également la loi de Benford. C’est le cas par exemple des suites de la forme

Sp,=Qag+ a1+ ...+ Gp.
En effet, il est facile de vérifier que si a,, est donnée par (4) alors

é-n—i—l m Hi—

Sp = & _1 +ZZQ]kZlk

7j=2 k=0

satisfait la loi de Benford pour les mémes valeurs de b, de méme que toutes les sous-suites
(8Q(n))n>0 comme dans le théoreme 1.2.

4 Exemples

Nous allons présenter quatre exemples pour illustrer le théoreme 1.2. Les trois derniers
s’appuient sur le résultat suivant, qui nécessite quelques rappels. Un nombre £ est algébrique
(sur Q) s’il est racine d'un polynéome (non identiquement nul) a coefficients dans Q. Si c’est
le cas, il existe un unique polyndéme m(x) = 2" + a,, 12" ' + ... + a1z + ap & coefficients
rationnels tel que

(1) m(§) =0;

(2) si s(z) est un polynome a coefficients dans Q tel que s(§) = 0, alors m(x) divise s(z).
On Pappelle le polynome minimal de &, et le degré de m(x) s’appelle le degré de . Rappelons
également que £ est nécessairement une racine simple de m(x) : en effet, si ce n’était pas
le cas, £ serait aussi une racine du polynéme dérivé m/'(z), qui est encore a coefficients
rationnels et de degré inférieur a celui de m(z).
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Proposition 4.1 Soit £ > 1 un nombre irrationnel algébrique dont p(x) = 27 — ¢;z97! —
... — ¢, est le polynome minimal, avec ¢; € Q pour tout i. Si toute autre racine n de p(x)
satisfait |n| < &, alors £ est irrationnel pour tout entier positif n. En particulier, log,(§)
est irrationnel pour tout entier b > 3.

Preuve. Supposons par I'absurde qu’il existe un entier n > 2 et un nombre a € Q tels
que " = a. Posons s(x) = 2™ — a. Ses racines sont les nombres complexes /ae?™/m
0 <k <n-—1, dont le module est {/a pour tout k. Comme p(z) divise s(x), ses racines
ont toutes le méme module, ce qui contredit I’hypothese. O

Exemple 4.2 (1) Soit a, = m™ pour tout n, ou m > 2 est entier. C’est une suite qui
satisfait la relation de récurrence a,,1 = ma, et log,(m) est irrationnel pour tout b qui
n’est pas une puissance rationnelle de m. Comme nous ’avons indiqué dans l'introduction,
cet exemple est traité dans [1] comme application du théoreme de Weyl pour les valeurs
m =2 et b= 10.

(2) Soit (F},)n>0 la suite de Fibonacci avec Fy = F} = 1 et F,40 = Fy,11 + F,, pour n > 0.
Son polynome caractéristique est p(z) =22 —z — 1= (z — ¢)(z + 1/p) ol o = (1 + V/5)
est le nombre d’or. Cette suite satisfait les conditions du théoreme 1.2 et de la proposition
3.1. Donc (F,)n>0 et toutes ses sous-suites (Fg(n)) satisfont la loi de Benford par rapport
a toute base b > 3. Par ailleurs, il en est de méme de la suite (¢") ou plus généralement
des suites de la forme (cp™) avec ¢ > 1.

(3) Fixons deux entiers positifs a et 3 tels que a® + 3 ne soit pas un carré d’entier et
considérons la relation de récurrence : a, 12 = 2aa,+1 + Ba,. Les racines de son polynome

caractéristique sont £ = a + \/a?+ [ et n = a — y/a? + 3. Par hypothese, £ > 1 est

irrationnel et |n| < . Si (a,)n>0 satisfait cette relation et si

Qn

inf >0

alors elle satisfait la loi de Benford par rapport a toute base b > 3. Remarquons qu’il en
est de méme de la suite
Sp=0ap+ a1+ ...+ ay,

par la remarque de la fin du paragraphe 3. Comme il existe A > 0 et B € R tels que
a, = A" + Bn™ pour tout n, on a

_ érn—i-l_l nn—i—l_l_ . g_g—n nn—i—l/gn_g—n
=4 e TP n—1 =< (Af—l th n—1 )

Il est facile de vérifier que la suite (s,),>0 satisfait également la relation de récurrence
sulvante :

Stz = (14 2a)Sp40 + (6 — 2a)Sp41 — Bsn.

(4) Soit enfin une suite (a,),>o satisfaisant la relation a3 = an41 + a, avec ag, a1, as > 1
arbitraires. Son polynome caractéristique est p(z) = z* — 2z — 1. Une étude succinte de p(z)
montre qu’il admet une unique racine réelle 1 < 6 < 2, et la formule de Cardan donne :

3 1—1—1/3% 30 1 — g—‘;
0=\ ——"— ——— =~ 1.32472.
2 + 2
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Notons w et @ € C\ R les deux autres racines de p(x). On a

¥ —z—-1 = (v—0)(2° - 2Re(w)r + |w|?)
7* — (2Re(w) + 0)z* + (2Re(w)f + |w|*)z — |w|?0,

ce qui implique que |w|*0 = 1, que 2Re(w) + 6 = 0 et que 2Re(w)d + |w|* = —1. On en
déduit que |w| < 1 et que

N CEL e Y G CE
YETRTW T T2 7o

La suite (a,,) étant manifestement non bornée, elle s’écrit a,, = @™+ fw"™ +~y@"™ pour a > 0
et 3,7 € C convenables. Il reste a vérifier que log, () est irrationnel pour tout b > 3; cela
montrera que la suite (a,) satisfait la loi de Benford par rapport a toute base b > 3. Or,
2% — 2 — 1 est le polynome minimal de 6 : en effet, si ce n’était pas le cas, 0 serait de degré
1 ou 2. Mais cela impliquerait que 2 — 2 — 1 admettrait au moins une racine rationnelle,

ce qui n’est pas le cas.
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